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Vorwort. 



In dem Torlìegenden Buche ist der Hauptinhalt der Vor- 
lesungen wìedergegeben, welche ich im Wintersemester 1905/6 
an der Berliner Universitat gehalten habe. Ursprùnglich war es 
nur meine Absicbt gewesen, die Ergebnisse meiner eigenen, vor 
zehn Jahren begonnenen UntersuchuDgen ùber die Theorie der 
W&rmestrahlung in eine zusammenh&ngende Darstellung za ver- 
einigen; doch bald zeigte es sich als wùnschenswert, auch die 
Qmndlagen dieser Theorie, Ton den EiBOHHOFFSchen S&tzen 
tiber das Emissions- und AbsorptionsvermQgen angcfangen', mit 
in die Behandlnng hineinzuziehen, und so machie ich den Yer- 
snchy ein Lehrbuch zu schreiben, welches zugleich auch zur 
Einfiihrung in das Studium der gesamten Theorie der strahlen- 
den Wàrme auf einheitlicher thermodynamischer Grundlage zu 
dienen geeignet ist Dementsprechend nimmt die Darstellung 
ihren Ausgang von den einfachcn bekannten Erfahrungssàtzen 
der Optìk, um durch allm&hliche Erweiterung und Hinzu- 
ziehung der Ergebnisse der Elektrodynamik und der Thermo- 
dynamik zu den Problemen der spektraien Energieverteilung 
und der Irreversibilitat vorzudringen. EUerbei bin ich ofters, 
wo es mir sachliche oder didaktische Grùnde nahelegten, von 
der sensi ùblichen Art der Betrachtung abgewichen, so ìds- 
besondere bei der Ableitung der Ki&OHHOFFSchen Sàtze, der 
Berechnung des Maxwell schen Strahlungsdrucks, der Ableitung 
des WcBN schen Verschiebungsgesetzes und seiner Yerallgemeine- 
rung auf Strahlungen Yon beliebiger spektraler Energieverteilung. 
Die Resultate meiner eigenen Uutersuchungen habe ich liberali 
an den entsprechenden Stellen mit in die Darstellung hinein- 
gearbeitet Eìin Verzeichnis derselben findet sich zur bequemeren 
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VI Vonuori 

Vergleichung und Kontrollierung n&herer Einzelheiten am Schlofi 
des Buches zusammengestellt. 

Es liegt mir aber daran, auch an dieser Stelle noch be- 
sonders hervorzuheben^ was sich im letzten Paragraphen des 
Baclies n&her ausgefuhrt findet, daB die hier entwickelte Theorìe 
keineswegs den Anspruch erhebt, als vollkommen abgeschlossen 
za gelten, wenn sie auch, wie ich glaube, «inen gaDgbaren Weg 
eròShet, am die yorgS.Dge der Energiestrablang von dem nàm- 
lichen Gesìchtspunkt aus za aberblicken wie die der Molekalar- 
bewegaDgen. 

Miinchen, Ostern 1906. 

Der Vèrfasscr. 
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Erster Abschnitt 

Grrundtatsachen iind Definitionen. 

Er8te8 Kapitei. Aligemelnes. 

§ !• W&rme kann sich in einem rohenden Medium auf 
zwei g&nzlich yerschiedene Arten fortpflanzen: dnrch Leitnng 
und dorch StrahluDg. Die W&rmeleitang ist bedingt dnrch 
die Temperatur dea Mediums, in welchem sie stattfindet, speziell 
durch die Dngleichm&Bigkeit der r&umlichen Temperatnryerteilnng, 
welche gemessen wird dnrch die GrOSe dea Temperatnrgefidles 
oder Temperatnrgradienten. In Gebieten, wo die Temperatnr 
dea Mediums sich nicht mit dem Orte &ndert» yerschwindet jede 
Spnr yen W&rmeleitung. 

Die W&rmestrahlnng dagegen ist an deh g&nzlich nn- 
abhftngig yon der Temperatnr dea Medinms, dnrch welches aie 
hindnrchgeht So kann man dnrch eine Sammellinse yon Eia 
hindnrch, die aich anf der konatanten Temperatur yon 0® G. 
befindet, Sonnenatrahlen in einen Brennpunkt konzentrieren und 
zur EntztLndung einea leicht brennbaren Edrpera benntzen. Im 
allgemeinen iat die W&rmeatrahlung ein yiel komplizierterer Vor- 
gang ala die W&rmeleitung, weil der StrahluDgazustand in einem 
beatimmten Augenblicke an einer beatimmten Stelle dea Medinma 
aich nicht, wie der W&rmeleitungastrom, durch einen einzigen 
Vektor, d. h. durch eine einzige gericbtete GròBe, charakteriaieren 
l&Si Vielmehr aind die W&rmeatrahlen, welche in einem he» 
atimmten Augenblicke daa Medium an einem beatimmten Punkte 
dnrchkreuzen, yon yomherein g&nzlich unabh&ngig yoneinander» 
und man darf den Strahlungazuatand nicht eher ala yollkommen 
bekannt anaehen, ala bis die Intenait&t der Strahlung nach jeder 
einzelnen der unendlich yielen yon einem Punkte auagehenden 

Flavok, Wlnncsinhlong. 1 
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Bichtimgen des Raumes g^eben ist Dabei z&hlen zwei gerade 
entgegengesetzte Richtangen doppelt, weil die Strahlung nach 
der einen Seite ganz unabb&ngig ist Yon der nach der entgegen- 
gesetzten Seite. 

§ 8. Ohne Yorl&ofig auf eine speziellere Theorie der Wàrme- 
Btrahlung einzugehen, werden wir stets von dem durch die 
mannigfaltigBten Erfahningen bewfthrten Satze Gebrauch machen, 
daB die W&rmestrahlen, rein physikalisch betrachtet, nichts 
anderes sind als Lichtstrahlen von entsprechender Wellenlànge, 
und werden die Bezeichnung ,,W&rme8trahlang'' ganz allgemein 
fUr alle diejenigen physikalischen Vorg&nge gebrauchen, welche 
zar Klasse der Lichtstrahlen gehdren. Jeder Lichtstrahl ist 
demnach zugleich auch ein W&rmestrahl. Auch werden wir 
gelegentlich zar AbkQrzang yon der ^Farbe'' eines W&rmestrahls 
sprechen, am scine Wellenlànge oder scine Schwingangsdaaer 
za kennzeichnen. Daher wenden wir aach alle aas der Optik 
bekannten Erfahrangss&tzc auf die W&rmcstrahlang an, ver 
allcm die der Fortpflanzang, der Spiegelung (Reflexion) und 
der Brechang (Refraktion). Nar die Erscheinungen der Beagung 
(Difiraktion), wenigstens soweit sic sich in Gebieten von gròBcren 
Dimcnsionen abspiclen, woUen wir wegen ihres komplizierteren 
Charakters nicht berllcksichtigeny and sind daher gendtigt^ Ton 
Yornhercin cine besondere Einschrànkang hinsichtlich der yen 
uns za betrachtenden R&ame za machen. Es soli nftmlich im 
folgenden liberali die Voraassetzang gelten, dafi die linearen 
Dimcnsionen aller betrachteten R&ame and aach die Ertimmangs- 
radien aller betrachteten Oberflàchen groB sind gegen die 
Wellenl&ngen der betrachteten Strahlen. Dann k5nnen wir 
ohne merklichen Fehler von den Einflùssen der durch die Form 
der GrenzflSx^hen bedingten Beagung ganz absehen und konnen 
ùberall die gew5hnlichen G^setze der optischen Refiezion und 
Brechung zur Anwendung bringen. Hiermit fìlhren wir also 
ein f&r allemal eine strenge Scheidung ein zwischen zwei Àrten 
Yon L&ngen, die ganz geirennten GròBenordnungen angehdren: 
Edrperdimensionen und Wellenlàngen. Auch die Di£ferentiale 
derEdrperdimensionen: Làngen-^ Fl&chen- and Volumenelemente, 
nehmen wir immer noch groB an gegen die entsprechenden 
Potenzen der Wellenl&ngen. Je langwelligere Strahlen wir 
berùcksichtigen wollen, um so gròBere R&ame mùssen wir daher 
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betrachten. Da wir aber in der Wahl unserer R&ume im 
ùbrigen gar cicht beschrànkt sind, so wìrd nns aus dieser Fest- 
setzang keine weitere Schwierigkeit erwachsen. 

§ 3. Wesentlicher noch ala die Unterscheidung zwischen 
grofien und kleinen L&ngen ist fùr die gesamte Theorie der 
W&rmestrahlang die Unterscheidung zwischen groBen and kleinen 
Zeiten. Denn es liegt schon in der Definitìon der Intensit&t 
eines WSLrmestrahles als derjeDigen Energie, welche von dem 
Strahle in der Zeiteinheit geliefert wird, die Voranssetzung mit 
enthalten, daB die gew&hlte Zeiteinheit grofi ist gegenaber der 
Zeitdauer einer Schwingung, wie sie der Farbe des Strahles 
entspricht Sonst wùrde n&mlich offenbar der Betrag der 
Strahlungsintensit&t im allgemeinen davon abhangig sein, bei 
welcher Phase der Schwingung die Messung der vom Strahl 
gelieferten Energie begonnen wird. Nnr wenn die Zeiteinheit 
zof&llig gerade eine ganze Ànzahl Schwingungen umfassen wtLrde, 
wàre die Intensit&t eines Strahles von konstanter Periode und 
konstanter Amplitude unabhdugig Yon der anf&nglichen Phase. 
Um dieser Unzutr&glichkeit zu entgehen, sind wir gen5tigt ganz 
allgemein festzusetzen, daB die Zeiteinheit, oder besser gesagt: 
daB die Zeit, welche der Definition einer Strablungsintensitàt 
zugrunde gelegt wird, mag sie auch als Differential auftreten, 
groB ist gegen die Schwingungszeit jeder der Farben, die in 
dem Strahle enthalten sind. 

Diese Festsetzung fbhrt za einer wichtigen Folgerung flìr 
Strahlungen von verllnderlicher Intensitftt Wenn wir z. B. bei 
periodisch schwankenden Strahlungsintensit&ten wie in der Akustik 
Yon „Schwebangen" der Intensit&t sprechen, so muB selbst- 
yerst&ndlich die zur Definition der augenblicklichen Strahlungs- 
intensit&t benòtigte Zeit klein sein gegen die Periode einer 
Schwebung. Da sie nun aber nach dem vorigen groB sein muB 
gegen die Zeitdauer einer Schwingung, so folgt daraus, daB die 
Zeitperiode einer Schwebung immer groB ist gegen die Zeit- 
periode einer Schwingung. W&re die6e Bedingung nicht erftillt, 
so kònnte *man Schwingungen und Schwebungen gar nicht streng 
auseinanderhalten. Ebenso mtissen im allgemeinen Fall, bei 
beliebig yerànderlicher Strahlungsintensitàt, die Schwingungen 
immer sehr scimeli erfolgen gegen die Intensitàtsànderungen. 
Es yersteht sich, daB in dieseu Festsetzungen eine gewisse, und 
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zwar eine sehr ivesentliche Beschr&nkung der AUgemeinheit der 
zu betrachtenden StrahlongsYorg&nge gelegen ist. 

Eine ganz fibnliche und ebenso wesentliche Beschr&nkiuìg 
der AUgemeinheit macht man tlbrìgens, wie gleich hier bemerkt 
sein mòge, in der kinetischen Gastheorie, wenn man die in 
einem chemisch einfachen Gase stattfindenden Bewegungen ein- 
teUt in sichtbare, grobe, molare, und in unsichibare, feine, 
moleknlare. Denn da die Geschwindigkeit einer einzelnen Molekel 
eine dorchaas einheilliche GrdBe ist, so kann diese Einteilung 
nor unter der Voraussetzung dorchgef&hrt werden, daB die 
Geschwindigkeitskomponenten der in hinreichend kleinen Volumina 
enthaltenen Molekeln gewisse, von der Grofie der Volumina 
nnabhftngige Mittelwerthe beutzen, was im allgemeinen keines- 
wegs der Fall za sein branchi Wenn ein derartiger Mittelwert, 
einschliefilich des Wertes Nuli, nicht existiert, so kann man 
gar nicht zwischen der sichtbaren und der Wftrmebeivegang des 
Gases unterscheiden. 

Wenn wir uns nun der Frage znwenden, nach welchen 
Gesetzen sich die' StrahlungSYorgànge in irgend einem E5rper- 
system, das wir stets als rohend annehmen wollen, abspielen, 
so k5nnen wir das Problem Yon zwei verschiedenen Seiten an- 
greifen: wir kdnnen nàmlich entweder eine bestimmte Stelle im 
Baome ins Auge fassen und nach den yerschiedenen Strahlen 
firagen, welche im Laufe der Zeit diese Stelle durchkreuzen, 
oder wir kdnnen einen bestimmten Strahl ins Auge fassen und 
nach seiner Geschichte fragen, d. h. nach seiner Entstehung, 
seiner Fortpflanzung und seiner Vemichtung. Fùr die folgende 
Darstellung wird es bequemer sein, die letztere Behandlungsart 
Yoranzustellen und zun&chst der Beihe nach die drei genannten 
Vorgànge einzeln zu betrachten. 

§ 4. Emission. Der Akt der Entstehung eines Wftrme- 
strahles wird allgemein als ^Emission'' bezeichnet. Nach dem 
Prinzip der Erhaltung der Energie erfolgt die Emission stets 
auf Eosten von anderweitiger Energie (Edrperw&rme, chemische 
Energie, elektrische Energie) und daraus geht herYor, daB nur 
substanzielle Partikel W&rmestrahlen emittieren k5nnen, nicht 
aber geometrìsche Bàume oder Flàchen. Man spricht zwar 
h&ufig in abkiirzendem Sinne davon, daS die Obeiìa&che eines 
Eòrpers Wftrme nach auBen strahlt, aber diese Ausdrucksweise 
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hat nicht den Siim, daB die Oberflàohe Wàrmestrahlen emittiert 
Die Oberfl&che eines Eorpers emittiert niemals im eigentlichen 
Sinne^ sondem aie l&Bt die Strahien, welche aus dem Innem 
des ESrpers kommend die Oberfl&che tre£Fen, teils nach aufien 
hindorch^ teils reflektiert sie dieselben in das Innere zturtick, 
und je nachdem der hindurchgehende Bruchteil grOfier oder 
kleiner ist, scheint die Oberflftche st&rker oder schw&cher aas- 
zustrahlen. 

Betrachten wir nun das Innere einer emittierenden physi- 
kalisch homogenen Substanz und greifen dort irgend ein nicht 
za kleines Volumenelement von der Gròfie dr heraus. Dann 
wird die Yon alien in dem Volumenelement befindlichen Partikeln 
zusammengenommen in der Zeiteinheit dorch Strahlung emittierte 
Energie proportional dr sein. Wollten wir yersuchen, naher 
anf die Analyse des Vorgangs der Emission einzogehen und ihn 
in seine elementaren Bestandteile zu zerlegen, so wùrden wir 
jedenfalls sehr komplizierte Verhàltnisse antre£Fen. Denn es 
wird sich hierbei um die Betrachtung von R&umen handeln, 
deren Dimensionen so klein sind, daB man die Substanz nicht 
mehr als homogen betrachten kann, sondem auf ihre atomistische 
Eonstitution Bticksicht nehmen muB. Deshalb ist die endliche 
GrdBe^ welche man erhUt, wenn man die von dem Volumen- 
element d T emittierte Strahlung durch dr dividiert, nur ab ein 
gewisser Mittelwert anzusehen. Wir werden aber trotzdem fiir 
gew5hnlich, was fùr die Rechnung viel bequemer ist, den Vor- 
gang der Emission so behandeln k5nnen, als ob alle Punkte 
des Volumenelementes dr sich gleichm&Big an der Emission 
beteiligten, so daB jeder Punkt innerhalb dr die Spitze eines 
nach alien Bichtungen ausgehenden Biindels von Strahlen bildet 
Ein solches elementares Punktbiindel repràsentiert natùrlich 
keine endliche Energiemenge; denn eine solche wird immer nur 
Yon den Punkten eines endlichen Volumens emittiert 

Wir wollen femer die Substanz als isotrop annehmen. Dann 
wird die Strahlung von dem Volumenelement dr nach alien 
Bichtungen des Baumes gleichm&Big emittiert, d. h. die von 
einem Punkte des Elements innerhalb eines beliebigen Eegels 
emittierte Strahlung ist proportional der Òfihung des Eegels, 
wie sie gemessen wird durch die GrdBe der Fl&che, welche der 
Eegei aus der mit dem Badius 1 um seine Spitze als Mittel- 
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punkt beschriebenen Eugelfl&che aasschneidet Das gìlt f&r 
beliebig groBe EegelSffnungen. Nimmt man die O&nng des 
Kegels unendlich klein, von der GrOBe dQ, so kann man von 
der ,,in einer bestimmten Bichtung^' emittierten Strahlnng 
sprechen^ doch immer nur in dem Sinne, daB zur Emission 
einer endlichen Energiemenge eine unendliche Anzahl von Bicb- 
tungen gehdren, die eine endlicheEegelòffiiungmiteinanderbilden. 

§ 5. Die emittierte StraUung wird eine gewisse, von vorn- 
herein ganz beliebige spektrale Energie^erteilung besitzen, d. h. 
die yerschiedenen Farben werden in ihr mit ganz verschiedener 
IntensitSlt yertreten sein. Znr Bezeichnong der Farbe eines 
Strahles bedient man sich in der Elxperimentalphysik gewòhn- 
lich der Angabe der Wellenl&nge l, weil dieselbe am direktesten 
gemessen wird. Ftlr die theoretische Behandlung ist es aber 
meist bequemer, stati dessen die Anzahl der Schwingungen in 
der Zeiteinheit v zu benutzen; denn f&r die Farbe einos be- 
stimmten Licht- oder Wàrmestrahls ist weniger seine Wellen- 
l&nge^ welche sich beim Ùbergang des Strahles in ein anderes 
Medium &ndert^ als yielmehr seine Schwingongszahl charakte- 
ristisch, welche dem Strahl in alien Medien, wenigstens soweit 
sie mhen, nnge&ndert erhalten bleibt Wir bezeichnen also 
kiinftig eine bestimmte Farbe durch den entsprechenden Wert 
Yon p, und ein bestìmmtes Farbenintenrall durch die Grenzen 
des IntervaUs v und v', wobei v' > v sein m5ge. Die auf ein 
bestìmmtes Farbenintervall entfallende Strahlnng, dividiert durch 
die GròBe des IntervaUs v'^v, nennen wir die mittlere Strah- 
lnng innerhalb des Farbenintervalls yon v bis v\ Nehmen wir, 
bei festgehaltenem v, die Differenz v'-^v hinreichend klein, 
gleich dv^ so woUen wir annehmen, daB sich der Betrag der 
mittleren Strahlnng einem bestimmten, yon der GrdBe des Inter- 
yalls dp unabh&ngigen Grenzwert n&hert» den wir kurz als die 
^Strahlnng yon der Schwingungszahl v^* bezeichnen. Zu einer 
endlichen Strahlnng gehdrt dann offenbar immer ein endliches, 
wenn auch unter Umst&nden sehr kleines, Intervall von Schwin- 
gungszahlen. 

Endlich haben wir noch auf den Polarisationszustand der 
emittierten Strahlnng Bùcksicht zu nehmen. Da wir das Medium 
als isotrop yorausgesetzt haben, so folgt, daB alle emittierten 
Strahlen unpolarisiert sind und daB daher jeder Strahl die 
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doppelte Intensit&t besitzt wie eÌD6 seiner geradlinig polarisierten 
Eomponenten, die man z. B. erh&lt, wenn man den Strahl dorch 
ein Nicol sches Prisma hindorchscliickt. 

§ 6. Allea Bisherìge znsammengefaBt k5nnen wir die ge- 
samte in der Zeit di vom Volumenelement dr in der Bichtnng 
dea Elementarkegels dS2 im Schwingongsintervall von v bis 
V + dv emittìerte Energie gleich setzen: 

dt'dT'dQ'dP'29^. (1) 

Die endliche 6r5Be 6, nennen wir den „EmÌ88Ìonskoeffizienten'' 
des Mediums fìir die Schwingangszahl v. Er ist eine gewiase 
positive Funktion yon p and entspricht eìnem geradlinig polari- 
sierten Strahl Yon bestimmter Farbe und bestìmmter Richtnng. 
FUr die gesamte Emission des Volnmenelements d r erh&lt man 
hieraus dorch Integration aber alle Bichtongen und tiber alle 
Schwingongszahlen^ da e^ von der Bichtnng unabh&ngig ist und da 
das Integrai tlber alle Kegelóffiiungen d Sì den Wert 4 n besitzt: 

OD 

dt'dr'Snf$^dv. (2) 



§ 7. Der Emissionskoefiizient « h&ngt aufier yon der 
Schwingungszahl v noch von dem Zustand der in dem Volumen- 
element dr enthaltenen emittìerenden Substanz ab, und zwar 
im allgemeinen in sehr verwickelter Weise, je nach den physi- 
kalisch-chemischen Vorgàngen, welche sich in dem betreffenden 
Zeitelement in dem Baume abspielen. Doch gilt ganz allgemein 
der Erfahrungssatz^ daB die Emission eines Eòrperelements nur 
abh&ngt yon den Vorg&ngen innerhalb des Eòrperelements. 
(Theorie yon Preycst.) Ein ESrper A yon 100^ C. emittìert 
gegen einen ihm gegentiber befindlichen Edrper B yon 0^ G. 
genau dieselbe W&rmestrahlung, wie gegen einen gleichgroBen 
und gleichgelegenen ESrper B' yon 1000® C, und wenn der 
Eorper A yon dem ESrper B abgeklìhlt, yon dem ESrper B' 
aber erw&rmt wird, so ist dies nur eine Folge des Umstandes, 
dafi B schw&cher^ B' aber st&rker emittiert als A. 

Wir woUen nun weiter ftr das Folgende liberali die yer- 
einfachende Ànnahme einfìihren, dafi die chemische Natur der 
emittìerenden Substanz unyer&nderlich ist, und dafi ihr phjsi- 
kalischer Zustand nur yon einer einzigen Variabeln abhftngt: der 
absoluten Temperatur T. Dann ergibt sich mit Notwendigkeit, 
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daB auch der Emìssionskoeffizient e aufier Yon der SohwinguDgs- 
zahl V und Ton der chemischen Natnr des Mediums allein yon 
der Temperatur T abh&ngig ist Damit sind eine Beihe yon 
Strahlungsyorg&ngen, die als Fluoreszenz, als Phosphoreszenz, 
als elektrìsches oder chemisches Leuchten bezeichnet werden, 
und die yon E. Wtrbkmann unter dem Namen , Jjumineszenz- 
ph&nomene^^ znsammengefaBt worden sind, yon der Betrachtung 
ausgeschloBsen. Wir haben es hier yielmehr nur mit reiner 
yjTemperaturstrahlung^' zu tun. Nach dem Prinzip der Erhaltung 
der Ekiergie erfolgt bei der Temperaturstrahlung die Emission 
yoUst&ndig auf Eosten der Eòrperwàrme und bedingt daher, 
wenn nicht anderweitig Energie zugefùhrt wird, eine Temperatur- 
emiedrigung der emittierenden Substanz, welcbe durch den Be- 
trag der emittierten Energie, sowie durcb die Wàrmekapazit&t 
der Substanz bestimmt ist 

§ 8. Eortpflanznng. Die Fortpflanzung der emittierten 
Strahlung im Innem des als homogen, isotrop und ruhend an- 
genommenen Mediums erfolgt, da wir yon Beugungserscheinungen 
ganz absehen (§ 2), geradlinìg und nach alien Richtungen mit der 
n&mlichen Geschwindigkeit; doch erleidet dabei im allgemeinen 
jeder Strahl wàhrend seiner Fortpflanzung eine SchwlU)hung 
dadurch, daB best&ndig ein gewisser Teil seiner Energie aus 
seiner Bìchtung abgelenkt und nach alien Bìchtungen des Raumes 
zerstreut wird. Dieser Vorgang der ^Zerstreuung'S der also 
weder Erzeugung noch Vemichtung, sondem nur eine ge&nderte 
YerteiluDg der strahlenden Energie bedeutet, findet prinzipiell 
genommen in alien Medien statt, die sich yom absoluten Vakuum 
unterscheiden, auch in chemisch yollkommen reinen Substanzen,^ 
und wird durch den Umstand bedingt, daB die Substanz eines 
Mediums nicht im absoluten Sinne homogen ist, sondem in den 
kleinsten Ràumen Unstetigkeiten besitzt, die durch ihre ato- 
mistische Struktur bedingt werden. Fremde eingelagerte kleine 
Partikel, wie Staubteilchen, bef&rdem den EinfluB der Zer- 
streuung, ohne jedoch ihren Gharakter im wesentlichen zu &ndern. 
Denn auch solche, mit fremden Bestandteilen durchsetzten, so- 
genannten „trùben'' Medien^ kdnnen sehr wohl alsoptisch homogen 



^ Vgl. z. B. Lobby db Bbutn und L. K. Wolff, Beo. dee Tray. Ofainu 
des Pays-Bas 28, p. 165, 1904. 
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betrachtet werden,^ Talls nor die Lìneardimensionen der fremden 
Partikel, sowie die Abst&nde benachbarter Partikel, hinreichend 
kleìn sind gegen die WeUenl&Dgen der betrachteten Strahlen, 
Ib optischer Beziehmig besteht also zwischen chemisch reinen 
Substanzen nnd trtiben Medien von der genaiinten Beschaffen- 
heit kein prinzipieller Unterschied. Optisch leer in absolutem 
Sinne ist nur das reine Vakuum. Daher kann man anch jede 
chemisch homogene Sabstanz ala ein darch eingelagerte Moleklile 
getrùbtes Vakaum bezeichnen. 

Ein typisches Beispiel fbr das Philnomen der Zerstreunng 
bietet das Verhalten des Sonnenlichts in der Atmosph&re. Wenn 
bei heiterem Himmel die Senne im Zenit steht, erreicht nur 
etwa '/, der direkten Sonnenstrahlung die Erdoberfl&che; der 
Best wird in der Atmosph&re au^ehalten, und zwar zom Teil 
absorbiert und in Luftw&rme verwandelt, zum Teil aber zer- 
streut und in diffuses Himmelslicht verwandelt Oh und inwie- 
weit hierbei nur die Luftmolektlle selber oder auch die in der 
Atmosphàre suspendierten Partikel eine Bolle spielen, ist noch 
nicht mit ToUer Sicherheit entschieden. 

Auf welchen physikalischen Yorgàugen der Akt der Zer- 
Btreuung beruht: oh auf Beflexion, Beugung^ Besonanzwirkung 
an den MolekUlen oder Partikeln, kònnen wir hier ganz dabin- 
gestellt sein lassen. Wir bringen nur zum Ausdruck, daB ein 
jeder im Innem eines Mediums fortschreitender Strahl auf der 
sehr kleinen Strecke s seiner Bahn durch Zerstreunng um den 
Bruchteil 

/?v-* (3) 

seiner Intensitat geschwacht wird, und nennen die positive, yon 
der Strahlungsintensit&t unabhàngige GroBe /?, den ^Zerstrenungs- 
koefiizienten^' des Mediums. Da das Medium als isotrop an- 
genommen ist, so ist /?, auch unabhàngig von der Bichtung und 
Ton der Polarisation des Strahles; dagegen hSngt /9y auBer von 
der physikalischen und chemischen Beschaffenheit des Mediums 
in betr&chtlichem MaBe von der Schwingungszahl ab, wie schon 
durch den Index 9 angedeutet ist Fùr gewisse Werte von v 
kann /?, so groBe Betr&ge annehmen, daB von einer geradlinigen 

^ Wollte man das Wort „hoinogen" nor in absolutem Sinne ge- 
branchen, so dfirfte man es auf keine einzige ponderable Substanz anwenden. 
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Fortpflanznng der Strahlung gar nicht mehr die Rede ist. Ffir 
andere Werte von v kann p wieder so klein werden, daB die 
Zerstreuang gànzlich vernachlàssigt werden kann. Wir werden 
der Allgemeinheit halber /? ala mittelgroB annehmen. In den 
wicbtigsten FSllen nimmt /? mit wachsendem p za, nnd zwar 
ziemlich stark, d. h. die ZerBtrenang ist ftir Strahlen von ktirzerer 
Wellenl&nge betr&ohUioh grOBer. ^ Daher auch die blaue Farbe 
des diffdsen Himmelslichts. 

Die zerstrente Strahlungsenergie pfianzt sich von der Zer- 
streaungsstelle ebenso wie die emittierte Strahlimg von der 
Emissionsstelle nach alien Seiten des Ranmes, Yorw&rts, seit- 
w&rts und rfìckwàrts, fort» doch nicht nach alien Richtiingen mit 
gleicher Intensit&t Auch ist sie nicht unpolarisiert^ sondem es 
zeigen sich gewisse Vorzugsrichtangeny wobei natOrlich die Rich- 
tung des ursprfìnglichen Strahles eine RoUe spielt Doch 
brauchen wir dieso Fragen hier nicht weiter zu verfolgen. 

§ 9. W&hrend das Ph&nomen der Zerstreoung eine stetig 
wirkende Modifikation der fortschreitenden Strahlung im Innem 
des Mediums bedeutet, tritt eine pldtzliche Ànderung sowohr 
der Intensit&t als auch der Richtung eines Strahles ein, wenn 
er an die Grenze des Mediums gelangt und dort auf die Ober- 
fiSx^he eines anderen Mediums trifit, dessen Substanz wir eben- 
falls als homogen und isotrop voraussetzen wollen. In dìesem 
Falle wird im allgemeinen ein merklicher Teil des Strahles re- 
flektiert, der andere Teil durchgelassen. Reflexion und Brechung 
erfolgen entweder ^^regulàr^', indem ein einziger reflektierter und 
ein einziger gebrochener Strahl auftritt, gem&B dem einfachen 
Reflezionsgesetz und dem SNELunsschen Brechungsgesetz, odor 
sie erfolgen ^diffus'S indem die Strahlung von der Oberfl&che 
sich nach verschiedenen Richtungen mit yerschiedener Intensit&t 
in beide Medien hinein ausbreitet Im ersten Falle nennen wir 
die Oberflàche des zweiten Mediums „gìhW*, im zweiten FaUe 
,,rauh". Von der difihsen Reflexion, die an einer rauhen Flàche 
eintritt, wohl zu unterscheiden ist die Reflexion eines Strahles an 
der glatten Oberfl&che eines trtiben Mediums. In beiden F&llen 
gelangt ein Teil des einfallenden Strahles als diffuse Strahlung 
in das erste Medium zurùck. Aber im ersten Falle findet die 

^ Lord Ratleioh, Phil. Mag. 47, p. 379, 1899. 
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Zerstreoung an der Oberfl&che stati, im zweiten dagegen aus- 
schliefilich im Innern dea zweiten Mediums, in mehr oder weniger 
tiefen Scbichten desselben. 

§ 10. Wenn eine glatte Flàche alle auf aie fallenden 
Strahlen vollstàndig reflektiert, wie das z. B. ^iele Metallober- 
flftchen mit groBer Ann&henmg tun, so nennen wir sie ,,spiegelnd". 
Wenn aber eine ranhe Fl&che alle auf sie fallenden Strahlen 
ToUst&ndig nnd nach alien Bichtungen gleichmàBig reflektiert, 
so nennen wir sie 9,wei6". Der entgegengesetzte Grenzfall, daB 
die Oberflàcbe eines Mediums alle aof sie fallenden Strahlen 
ToUst&ndig hindorchl&Bt, kommt bei glatten Fl&chen nicht vor, 
falls die beiden aneinander grenzenden Medien Uberhaupt optisch 
yerschieden sind. Eine ranhe Flftche, welche die Eigenschaft 
besitzt» alle aaffallenden Strahlen durchzulassen, keinen za 
reflektieren, nennen wir y,8chwarz'<. 

AuBer Ton schwarzen Fl&chen sprechen wir anch von 
schwarzen Kòrpem, und nennen im Anschlofi an G. Eibch- 
HOTF^ einen K5rper schwarz, wenn er die Eligenschaft besitzt, 
alle auf seine Oberfl&che fallenden Strahlen ohne jede Beflexion 
in sich aufzunehmen und keinen derselben wieder herauszulassen. 
Damit ein ESrper schwarz ist, mùssen mithin drei verschiedenei 
Toneinander ganz unabhàngige Bedingungen erftdlt sein. E r s t e n s 
muB der Edrper eine schwarze Oberfl&che besitzen, damit alle 
auffallenden Strahlen ohne Reflexion eindringen. Da die Eigen- 
schaften einer Oberfl&che im allgemeinen durch beide an sie 
grenzenden Substanzen beeinfluBt werden, so zeigt diese Be- 
dingung, daB die Eigenschaft eines Eòrpers, schwarz zu sein, 
nicht nur von seiner eigenen Natur abh&ngt, sondem auch von 
der Natur des angrenzenden Mediums. Ein Edrper, welcher 
gegen Luft schwarz ist, braucht es gegen Glas nicht zu sein, 
und umgekehrt Zweitens muB der schwarze Eòrper mindestens 
eine gewisse, je nach dem Grado seiner Absorptionsf&higkeit 
yerschieden zu w&hlende Dicke besitzen, damit die von ihm 
aufgenommenen Strahlen nicht an irgend einer anderen Stelle 

^ G. KntCHHOFF, Pooo. Ann. 100, p. 275, 1860. Gesammelt^ Ab- 
handliingen, J. A. Barth, Leiprig 1882, p. 678. Kibohhoff setzt bei der 
Deflnitìon eines schwarzen Eòrpers anch yoraus, daB die Absorption der 
aofiEftllenden Strahlen innerhalb einer Schicht yon „iinendlich kleiner Dicke'' 
erfolgt, was wir hier nicht ton. 
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der Oberfl&che wieder austreten kónnen. Je krftftìger der Edrper 
absorbiert, um so gerioger darf seine Dicke sein; E5rper mit 
yerschwindend kleìnem Absorptìonsyenndgen mttssen dagegen un- 
endlich dick angenommeii werden, damit aie als schwarz gelten 
kSnnen. Endlich drittens mnfi der schwarze ESrper einen 
yerschwindend kleinen Zerstrennngskoeffizienten (§ 8) besitzen. 
Denn sonst wtbrden die von ihm aufgenommenen Strahlen in 
seinem Innem teilweise zerstreut werden und wieder durch die 
Oberfl&che hinausgelangen.^ 

§ 11» Alle in den beiden Yorigen Paragraphen genannten 
ITnterscheidungen und Definitionen beziehen sich zun&chst immer 
nur auf Strahlen einer bestimmten Farbe. Eine El&che z. B., 
die fùr eine gewisse Strahlengattung rauh ist, kann fbr eine 
andere Strahlengattung als glatt betrachtet werden. Im ali- 
gemeinen verliert eine Fl&che f&r Strahlen Ton wachsender 
Wellenl&nge immer mehr Ton ihrer Bauhigkeit, wie leicht zu 
yerstehen. Da nun glatte nichtreflektierende Flftchen nicht 
ezistieren (§ 10), so zeigen alle herstellbaren nahezu schwarzen 
Fl&chen (Lampenrufi, Platinmoor) f&r Strahlen hinreichend grofier 
Wellenlftnge merkliche Befiexion. 

§ 12. Absorption. Die Vemichtung eines Wàrmestrahles 
erfolgt durch den Akt der ,,Absorption^'. Nach dem Prinzip 
der Erhaltung der Energie wird dabei die Energie der W&rme- 
strahlung in anderweitige Energie (Eòrperw&rme, chemische 
Energie) yerwandelt, und daraus folgt, daB nur substanzielle 
Partikel W&rmestrahlen absorbieren k5nnen, nicht aber Flftchen- 
clemente y wenn man auch manchmal der Etirze halber von 
absorbierenden Oberfl&chen spricht Da wir uns schon oben 
(§ 7) ausdrtlcklich auf solche Substanzen beschr&nkt haben, deren 
Zustand nur Yon der Temperatur abhàngt, so kommt die 
absorbierte Strahlungsenergie hier ledigUch der E5rperw&rme 
zugute, dient also zur Temperaturerhdhung der Substanz, ent- 
sprechend ihrer spezifischen W&rme und ihrer Dichtigkeit 

Der Vorgang der Absorption S.uBert sich darin, daB jeder 
in dem betrachteten Medium fortschreitende W&rmestrahl auf 



^ Vgl. hierùber namentlich A. Sohustbb, AstrophyBical Journal, 
21, p. 1, 1905, welcher besonders daraof hingewieaen hat, dafi eine un- 
endlich dicke GasBchicht mit schwaner Oberflftche noch keineswegs ein 
sohwaner ROrper za sein braucht. 
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einer gewissen Strecke seiner Bahn om einen gewissen BruchteU 
seiner IntensitSlt geschw&cht wird, and zwar ist f&r eìne hin- 
reichend Ueine Strecke a dieser Bruchteil proportional der L&nge 
der Strecke; wir setzen ihn also gleich: 

€CrS (4) 

und nennen a^ den ^^bsorptioiiskoef&zienten'' des Mediums f&r 
einen Strahl von der Schwingongszahl v. Von der Intensit&t H 
der Strahlnng setzen wir den Absorptionskoeffizienten ala nn- 1 1 
abh&ngig voraos; dagegen wird a^ im allgemeinen, fCUr inhomogene 1 1 
nnd anisotrope Medien, yom Orte, von der Bichtnng nnd aofier- 
dem anch von der Art der Polarisation des Strahles abh&ngen 
so z. B. beim Thnrmalin). Da wir aber hier nor homogene und 
isotrope Snbstanzen betrachten, so diirfen wir cr, fCbr alle Stelien 
des Medinms nnd fbr alle Bìchtangen gleich groB nnd nnr von 
der Schwingangszahl v, von der Temperatnr T und von der 
chemischen Beschaffenheit des Mediums abh&ngig annehmen. 

Wenn cr, nnr fUr einen beschr&nkten Spektralbezirk von 
Nnll yerschieden ist, so besitzt das Medium y^ausw&hlende" 
(selektiye) Absorption. FOr diejenigen Farben» f&r welche cc^^O^ 
nnd auch der Zerstreuungskoe£Szient ^^^ 0, ist das Medium 
,,?ollkommen durchsichtig^ oder ,,diatherman'<. Die Eigenschaften 
der selektiven Absorption nnd der Dìathermansie kdnnen sich 
aber f&r ein bestimmtes Medium mit der Temperatnr stark 
&ndem. Im allgemeinen nehmen wir cc^ als von mittlerer OròBe 
an, worin enthalten ist, daB die Absorption l&ngs einer einzigen 
Wellenl&nge sehr schwach ist Denn die Strecke s enth&lt, ob- 
wohl klein, immer noch yiele Wellenlàngen (§ 2). 

§ 18. Die im yorhergehenden in bezug auf die Emission, 
die Fortpflanzung und die Absorption eines W&rmestrahles 
angestellten Ùberlegnngen genUgen, um, ùlIIb die ndtigen 
Eonstanten bekannt sind, bei gegebenen Anfangs- und Grenz- 
bedingungen den gesamten zeitlichen Verlauf eines Strahlungs- 
YorgangSy einschlieBlich der durch ihn bewirkten Temperatur- 
ftndemngen, in einem oder mehreren aneinander grenzenden 
Medien der betrachteten Art mathematisch zu verfolgen, — eine 
allerdings meist sehr verwickelte Aufgabe. Wir wollen aber, 
ehe wir zur Behandlung Bpezieller F&lle Ubergehen, die all- 
gemeinen StrahlungSTorg&nge zun&chst noch von einer anderen 
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Seite betrachten, indem wir n&mlich nicht mehr einen bestimmten 
Strahl, sondern eine bestìmmte Stelle im Ranme ina Ange fassen. 
§ 14. Denken wir una irgendwo ìm Innern eines beliebig 
dnrchstrahlten Mediums ein tmeiidlich kleines Fl&chenelement d<r 
herauagegrìfifen, so wird dieses Element in einem bestimmten 
Àugenblick nach den verschiedensten Richtungen von Strahlen 
dorchkreuzt werden^ und die in dem Zeitelement dt dorch das 
Ellement da in einer bestimmten Richtung hindurchgestrahlte 
Energie wird proportional dt und dtr sein, nnd aaBerdem prò- 
portional dem eoa des Winkels &, welchen die Normale Ton d tr 
mit der Bichtong der Strahlung bildet. Denn wenn da hin- 
reichend klein genommen wird, so kdnnen wir nns yorstellen, 
obgleich das den tats&chlichen Verhàltnissen nur angen&hert 
entsprechen wird, daB alle Punkte von dtria yoUkommen gleicher 
Weise ?on der Strahlung betroffen werden. Dann muB die 
dxìTchda in einer bestimmten Richtung hindurchgestrahlte Energie 
proportional der Gr5Be der Òffnung sein, welche das Element da 
jener Strahlung darbietet, und diese Òfinung wird gemessen 
durch die GròBe d(ycos&. Wenn das Element da gegen die 

Strahlung gedreht wird, so verschwindet f&r & =^ ^ die hin- 

durchgestrahlte Energie vollst&ndig, wie leicht einzusehen. 

Von jedem Punkt des Flàchenelementes da aus pflanzt sich 
nun im allgemeinen ein Biindel von Strahlen nach alien Richtungen 
des Raumes fort, und zwar nach verschiedenen Richtungen mit 
yerschiedener Intensitat, und alle diese Strahlenbtiudel sind 
bis auf kleine Abweichungen von hòherer Ordnung identisch. 
Doch kommt einem einzelnen dieser Punktbilndel niemals eine 
endliche Energie zu, da eine endliche Energie nur durch eine 
endliche Fl&che gestrahlt wird. Dies gilt auch ftir den Durch- 
gang Yon Strahlen durch einen sogenannten Brennpunkt Wenn 
z. B. Sonnenlicht durch eine Sammellinse in deren Brennebene 
konzentriert wird, so vereinigen sich die Sonnenstrahlen nicht 
etwa alle in einem einzigen Punkt, sondern jedes Biindel paralleler 
Strahlen liefert einen besonderen Brennpunkt, und alle diese 
Brennpunkte bilden zusammen eine Flàche, welche ein zwar 
kleines, aber doch endlich ausgedehntes Bild der Senne dar- 
stellt. Eine endliche Energie geht*nur durch einen endlichen 
Teil dieser Fiache. 
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§ 15. Betrachten wir nun fUr den allgemeinen Fall das 
StrahlenbUndel, welches ?on einem Punkte dea Flftchenelementes dtr 
als Spitze nach aUen Bichtungen des Baumes, zn beiden Seiten 
Yon da, sich fortpiiaiizt Die einer gowìssen^ dorch den schon 
joben benutzten Winkel & (zwischen and n) und dorch das 
Àzimnt^ (zwischen und 2n) bestimmten Richtang entsprechende 
Strahlnngsintensit&t wird gemessen dorch die Energie, welche 
sich innerhalb eines unendlich dfinnen, dorch die Werte der 
Winkel & und & + d&, q> und q> + dtpy begrenzten Eegels 
fortpflanzt Die ÒfiPnung dìeses Eegels ist: 

dfì = sini^-rfi^'.rfy. (5) 

Auf diese Weise erhalten wir fiir die Energie ^ welche in 
der Zeit dt durch das Flachenelement c^ (7 in der Richtung des 
Eegels dSì hindurchgestrahlt wird, den Ausdruck: 

dtd(TQO^» dSìK=^Kwì& cos & d& d<p do dt . (6) 

Die endliche GròBe K nennen wir die ,,spezifische Intensità^' 
oder auch die „Helligkeit'S dSì den .^ÒfiFhungswinket' des von 
einem Punkte des Elementes da in der Bichtung {&, <p) aus- 
gehenden StrahlenbUndels. K ist eine positive Funktion des 
Ortes, der Zeit und der beiden Winkel & und <p. Die spezi- 
fischen Strahlungsintensitàten nach verschiedenen Richtungen 
sind im allgemeinen gànzlich unabhSjigig voneinander. Setzt 
man z. B. in der Funktion K tìlr & den Wert n — &, und fùr (p 
den Wert n + (p, so erh&lt man die spezifische Strahlungs- 
intensitàt in der gerade entgegengesetzten Richtung, eine im 
allgemeinen von der yorigen ganz verschiedene Gròfie. 

Die Gesamtstrahlung durch das Fl&chenelement da nach 
einer Seite, etwa derjenigen, fUr welche der Winkel & ein spitzer 
ist, ergibt sich durch Integration liber tp von bis 2n, und 

ùber 1? von bis ^: 

fd(pCd& K sin i9- cos d-da dt. 



Ist die Strahlung nach alien Bichtungen gleichmàBig, also K 
konstant, so folgt hieraus fQr die Gesamtstrahlung durch da 
nach einer Seite: 

nKdadt. (7) 
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§ 16* Wenn man von der Strahlung in einer bestimmten 
fiìchtung {&, (f) sprìcht, so ist dabei doch ìmmer zu bedenken, 
daB eine endliche Energiestrahlung stets nur innerhalb eines 
Kegels Yon endlicher Òffnung stattfindet Es gibt keine end- 
liche Licht- und W&rmestrahlmìg, die sich in einer einzigen 
ganz bestimmten Richtang fortpflanzt, oder, was dasselbe ist: 
1 es gibt in der Natnr kein absolut paraUeles licht, keine absolnt 
ebenen Lichtwellen. Aus einem sogenannten parallelen Strahlen- 
biìndel ist eine endliche Strahlongsenergie nur dann zu gewinnen, 
wenn die Strahlen oder die Wellennormalen des Bftndels inner- 
halb eines endlichen^ wenn auch unter Umst&nden sehr schmalen 
Kegels divergieren. 

§ 17. Die spezifische Intensit&t K der Energiestrahlung 
nach jeder Bichtung zerf&Ut weiter in die Intensitàten der ein- 
zelnen, deji verschiedenen Gtebieten des Spektrums angehdrigen 
Strahlen, die sich unabhàngig voneinander fortpflanzen. Hierfar 
ist maBgebend die Strahlungsintensit&t innerhalb eines Inter- 
yalls Yon Schwingungszahlen, etwa von p bis v\ Ist das Inter- 
vali v' ^v hinreichend klein, gleich dv, ^o ist die Strahlungs- 
intensitS.t innerhalb des Interralls proportional di^; die Strahlung 
heiBt dann homogen oder monochromatisch. 

Endlich ist bei einem Strahl von bestimmter Bichtung, 
Intensit&t und Farbe noch die Art der Polarisation charakte- 
ristisch. Zerlegt man eitien in bestimmter Bichtung fortschrei- 
tenden Strahl yen bestimmter Schwingungszahl v und beliebigem 
Polarisationszustand in zwei geradlinig polarisierte Eomponenten, 
deren Polarisationsebenen senkrecht aufeinander stehen, im 
tlbrigen aber beliebig sind, so ist die Summe der Intensit&ten 
der beiden Eomponenten stets gleich der Intensita^t des ganzen 
Strahles, unabh&ngig von der Orientierung des Ebenenpaares, 
und zwar kann die QrdBe der beiden Eomponenten stets dar- 
gestellt werden durch zwei AusdrQcke von der Form: 

{fty cos* (o + ft/ sin* (a 
und ft, sin* a> + ft^' cos* o), 

wobei 07 das Azimut der Polarisationsebene einer Eomponente 
bedeutet Die Summe dieser beiden Ausdrùcke, welche wir die 
^^Eomponenten der spezifischen Strahlungsintensitàt yon der 
Schwingungszahl v'^ nennen, ergibt in der Tat die Intensit&t 
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des ganzen Strahls ^ + S^' unabhàngig von (o. ft, and ^/ re- 
pràsentieren zugleich den grdBten und den kleinsten Wert der 
Intensitàt, den eine Eomponente Uberhaupt annehmen kann 

f fiir io = und co = y)' Daher nennen wir dieae Werte die 

„H&uptwerte der Intensità^ ' oder die ,^aaptintensit9,ten", nnd 
die entsprechenden Polarisationsebenen die ,,H&uptpolarÌ8ation8- 
ebenen'' dee Strahles. Beide sind natUrlich im allgemeinen mit 
der Zeit veranderlich. Somit kònnen wir allgemein setzen: 

K^JdviS. + S,'), (9) 



wobei die positiven Gròfien Sty und ^', die beiden Hauptwerte 
der speziiischen StrahlungsintensitM (Helligkeit) von der Schwìn- 
gungszahl v, aufier von v noch yom Ort, von der Zeit und von 
den Winkeln & und <p abhtogen. Durch Substitution in (6) 
erhSllt man hieraus fbr die Energie, welche in der Zeit dt durch 
das FlIUshenelement da ia der Bichtung dea Elementarkegels d Q 
hindurchgestrahlt wird, den Ausdruck: 

00 

dt da C08 & diìCdv (S, + ff^ (10) 



und fQr monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung von 
der Helligkeit ^: 

didaooQ&dSÌ Sty dv = dt da An&008& d& d(p S^dv. (11) 

Fiir unpolarisierte Strahlen ist Sty^ ft/; folglich: 



00 

'^2jdv^, (12) 



und die Energie eines monochromatischen Strahles von der 
SchwingungszaU v wird: 

2dt da COSI?- d£ì^dv== 2dt da sin» eoa* d& dqp Sydv. (13) 

Ist auBerdem die Strahlung nach alien Richtungen gleich- 
m&Big, so ergibt sich ftir die Gesamtstrahlung durch da nach 
einer Seite aus (7) und (12): 

00 

27tdadtJ^ydv. (14) 


PLijrcK, WIrmestrahlang. 2 
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1 § 18. Da ^^ in der Nator nicht onendlich groB werden 

kann, so ist ein endlicher Wert von K nor dann mdglich, wenn 
^y in einem endlichen Intervall ?on Schwingongszahlen v Ton 
Nuli yerschieden ist. Daher gibt es in der Natur keine in 
absolntem Sinne homogene oder monochromatische Licht- oder 
WSxmestrahlung. E2ine endliche Strahlung umfaBt immer auch 
ein endliches, wenn auch unter Umstànden sehr schmales Spektral- 
gebiet Hierin liegt ein prinzipieller Unterschied gegentiber den 
entsprechenden Erscheinnngen in der Akustik^ wo eine endliche 
Schallintensit&t auf eine ganz bestimmte Schwingungszahl treffen 
kann. Auf diesen Unterschied grtindet sich n. a., wie wir sp&ter 
sehen werden, der Urnstand, daS der zweite Hanptsatz der 
W&rmetheorie nar ftkr Licht- und Warmestrahlen^ nicht aber 
f&r Schallwellen Bedeutong hai 

§ 19. Wie man aus der Gleichung (9) ersieht, ist die 
Gh:5Be $,, die Strahlongsintensitàt der Schwingangszahl v, von 
anderer Dimension als die GròBe K^ die Strahlnngsintensit&t des 
ganzen Spektrums. Femer ist zu beachten, daB, wenn man die 
spektrale Zerlegung nicht nach Schwingangszahlen Vj sondem 
nach Wellenl&ngen X Yornimmty die Strahlungsìntensit&t Ex der 
der Schwingungszahl v entsprechenden Wellenl&nge il nicht ein- 
fach dadurch erhalten wird, daB man in dem Ausdruck von $è'^ 
V durch den entsprechenden Wert von X ersetzt, also: 

(16) v^\, 

wenn q die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet Denn es ist 
nicht Ex gleich ^, sondem es ist E^dX == &^dv^ wenn sich dX 
und dv auf dasselbe Spektralintervall beziehen. Nun ist, wenn 
dX und dv beide positiv genommen werden: 

folglich durch Substitution : 

(16) ^A-^'- 

Hieraus geht u. a. hervor, daB in einem bestìmmten Spek- 
trum die Maxima von Ei und von ^ an verschiedenen Stellen 
des Spektrums liegen! 

§ 30. Wenn die HauptintensiUlten ^ und fi/ aller mono- 
chromatischen Strahlen nach alien Bichtungen in alien Punkten 
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des Mediams gegeben sind, so ist damìt der Strahlnngszustand 
in alien Einzelheiten bestinimty and es lassen sich sàmtliche 
daranf bezQgliche Fragen beantworten. Wir wollen dies noch an 
einigen speziellen Anwendungen zeigen. Fragen wir zanftchstnach 
der Energiemenge^ welche durch irgend ein Fl&chenelement da 
einem beliebigen anderen Flàchenelement da' zugestrahlt wird« 
Die Entfemung r der beiden Flàchenelemente sei groB gegen 
die Lineardìmensionen jedes der Elemente, aber doch so klein, 
daB auf der Strecke r keine merkliche Àbsorption oder Zer- 
streunng der Strahlnng stattfindet. Ftìr diathermane Medien ist 
natQrlich die letzte Bedingung gegenstandslos. 

Nun gehen durch irgend einen bestimmten Pnnkt von da 
Strahlen nach alien Punkten von da'. Diese Strahlen bilden 
einen Eegei, dessen Spitze in da liegt und dessen Òffnnng 
gegeben ist durch: 

wobei v' die Normale von da' bedentet und der Winkel {v',r) 
spitz zu nehmen ist Dieser Wert von dQ ist bis auf kleine 
GròBen hòherer Ordnung unabh&ngig von der speziellen Lage 
der Spitze des Eegels auf da. 

Bezeichnen wir welter mit v die entsprechend gerichtete 
Normale von da, so ergibt sich aus der Oleichung {6\ da hier 
i9-=s(fr,r) zu setzen ist, die gesuchte Strahlungsenergie: 

^ da ' da'- coa(»,r) « co8(y',r) ^ ^^ .j^. 

und fiir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung von 
der Schwingungszahl v nach GleichuDg (11): 

^^^^. dada'<^s(y)cos(.\r) ^^^^ (18) 

Das Or5Ben?erhàltnÌ8 der Fl&chenelemente da und da' zu- 
einander ist dabei ganz beliebig, sie k5nnen von gleicher oder 
auch Yon verschiedener GrdBenordnung genommen werden, wenn 
nur r groB ist gegen die Lineardimensionen jedes der beiden 
Elemente. Nimmt man da unendlich klein gegen da', so diver- 
gieren die Strahlen yon da gegen da'\ nimmt man aber da 
unendlich groB gegen da', so konvergieren sie von da gegen da'. 

§31. Da jeder Punkt von da die Spitze eines nach da' 
gehenden Strahlenkegeh bildet, so besteht das ganze hier be- 
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trachtete, durch die Flàchen da und da' bestimmte Strahlen- 
bUndel ans zweifach imendlich yieien Pimktblindeln oder aus 
yierfach nnendlich yieien Strahlen, welche alle in gleicher Weise 
fiìr die Enei^estrahlung in Betracht kommen. Ebensognt kann 
man sich das Strahlenbtindel auch zusammengesetzt denken aus den 
Eegeln, welche von alien Punkten des Elementes d a ausgehend 
in je einem Punkte von da' als Spitze konvergieren. Schneiden 
wir non das ganze 3trahlenbUndel durch irgend eine Ebene in 
beliebiger Entfemung yon den Elementen da und da'j sei es 
zwischen ihnen oder aufierhalb, so werden die Querschnitte der 
einzelnen Punktbiindel im allgemeinen nicht dieselben sein, 
auch nicht ann&hemd, sondem sie werden sich teilweise iiber- 
decken, teilweise aber auseinanderfallen, so daB man yon einem 
bestimmten Querschnitt des ganzen Strahlenbtindels im Sinne 
einer gleichfSrmigen Bestrahlung desselben gar nicht reden kann 
Nur wenn die Schnittebene mit da oder mit da' zusammen- 
f&llt, hat das Strahlenbtindel einen bestimmten Querschnitt 
Dieso beiden Fl&chen spielen also in ihm eine ausgezeichnete 
Rollo; wir wollen sie die beiden ,,Breiwfl^chen'< des Biindels 
nennen. 

In dem schon oben erw&hnten speziellen Falle, daB eine 
der beiden Brennflàchen unendlich klein ist gegen die andere, 
nimmt das ganze Strahlenbùndel den Charakter eines Punkt- 
b&ndels an, insofem scine Gestalt nahezu die eines Eegels wird, 
der scine Spitze in der gegen die andere unendlich kleinen 
BrennflSx^he hat» und man kann dann auch in bestimmtem Sinne 
yon einem Querschnitt des BUndels an irgend einer Stelle im 
Baume sprechen. Ein solches, einem Kegel àhnlich sehendes 
Strahlenbtindel nennen wir ein Mementarbtindel, und die un- 
endlich kleine Brennfi&che die erste Brennflàche des Elementar- 
btindels. Die Strahlung erfolgt entweder konyergierend, auf die 
erste Brennflàche zu, oder diyergierend, yon der ersten Brenn- 
fl&che fort. Alle in einem Medium fortschreitenden Strahlen- 
bftndel lassen sich auffassen als zusammengesetzt aus solchen 
Elementarbtindeln, und wir konnen daher unseren kùnftigen 
Betrachtungen stets lauter Elementarbtindel zugrunde legen, 
was wegen ihrer einfacheren Beschaifenheit yiel bequemer ist 

Die Begrenzung eines Elementarbtindels bei gegebener erster 
Brennflàche da kann, aufier durch die zweite Brennflàche da'y 
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auch darch die Grofie des ÒfiPnungswinkels d Sì festgelegt werden, 
unter welchem da' von da aus gesehen wìrd; w&hrend dagegen 
bei einem beliebigen Bundel, d. b. wenn die beiden Brennflàchen 
Yon gleicher GrSBenordnang sind, die zweite Brennflàche nicbt 
allgemein dnrch den Offhungswinkel dSì ersetzt werden kann, 
ohue dafi das Bundel seinen Charakter wesentlich ftndert. Denn 
wenn statt da' ^^ Gr5Be und Bicbtung yon dSl (konstant ftLr 
alle Punkte von da) gegeben ist, so bilden die von da ans- 
gehenden Stxablen nicbt mehr das vorige BOndel, sondem viel- 
mebr ein Elementarbllndel, dessen erste Brennfl&che da ist nnd 
dessen zweite Brennli&cbe im Unendlichen liegt. 

§ 22. Da die Energiestrahlong sich in dem Medium mit 
endlicher Gescbwindigkeit q fortpflanzt, so befindet sich in einem 
endlichen Banmteile desselben ein endlicber Betrag von Energie; 
wir sprechen daher von der ^ràumlichen Strahlnngsdichte'' als 
dem Yerhàltnis der gesamten in einem Volumenelement ent- 
haltenen Strahlungsenergie zu der GròBe des Volumenelements. 
Berechnen wir nun die ràumliche Strahlungsdichte u an irgend 
einer Stelle des Mediums. Wenn wir an der betrefiPenden Stelle 
ein unendlich kleines Volamen v von beliebiger Form betrachteu, 
so haben wir alle Strahlen za berilcksichtigen, welche das 
Volumenelement v durchkreuzen. Zu diesem Zwecke legen wir 
um irgend einen Punkt des 
Volumenelements als Mittelpunkt 
eine Eugelflàche vom Badius r, der 
groB ist gegen die Lineardimensionen 
Yon V, aber doch so klein, daB 
auf der Strecke r keine merkliche 
Schwàchung der Strahlung durch 
Absorption oder Zerstreuung statt- 
findet (Fig. 1). Jeder Strahl, der das 
Volumen v trifft, kommt von einem 
Punkte der Eugelfl&che ber. Wenn Yìg. i. 

wir also zun&chst die Strablen ins 
Auge fassen, welcbe von den Punkten eines bestimmten unendlicb 
kleinen Elements d a der Eugelflàche ausgehend das Volumen v 
treffeuy so erhalten wir daraus durch Summation ùber alle 
Elemento der Eugelfl&che sàmtliche in Betracht kommenden 
Strahlen, und jeden nur einmal. 
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Berechnen wìr daher zun&chst den Beitrag, welchen das 
Fl&chenelement cf<j- durch seine gegen das Yolnmen t? gerichtete 
Strahlung za der in v enthaltenen Strahlangsenergie liefert Wir 
nehmen die Lineardimensionen yoq da unendlich klein gegen 
die Yon v nnd betrachten den Strahlenkegel, der von einem in da 
gelegenen Punkt P ansgehend das Volnmen v trifift Dieser 
Eegei zerf&Ut in unendlich yiele unendlich d&nne Elementar- 
kegely alle mit P als Spitze, deren jeder ein bestimmtes Sttick 
von der Ltoge s aus dem Volumen v ausschneidet. Die Òffnung 

eines solchen Elementarkegels bctr&gt -y» wenn f den senk- 

rechten Querschnitt des Eegels in der Entfemung r von der 
Spitze bezeichnet. Nun branchi die Strahlung, um die Strecke s 
zuriickzulegen, die Zeit: 

8 
T = — . 

9 
W&hrend dieser Zeit r gelangt nach der Gleichung (6), da 
d Sì hier gleich -^ und & gleich Nuli zu setzen ist, die Energie- 
menge: 
(19) rda^,K=^-Kda 

innerhalb des betrachteten Elementarkegels in das Volumen v 
hinein und verteilt sich hier auf den von dem Elementarkegel 
ausgeschnittenen Raum, dessen Volumen fs betràgt Summiert 
man ftber alle von dem Flàchenelement da ausgehenden Elementar- 
kegels welche v treffen, so erh&lt man 

K do ^— » j. K d<f 

f&r die ganze in dem Volumen v befindliche strahlende Energie, 
soweit sie von der Strahlung durch das Fl&chenelement d a her- 
rilhrt. Um die gesamte in v enthaltene Strahlungsenergie zu 
erhalten, hat man schliefilich noch Uber alle Elemente da der 
Kugelllàche zu integrieren. Dies liefert, wenn man den Òffnungs- 

winkel — ^ des Eegels, dessen Spitze in liegt, und der das 

Element da aus der Eugelflàche ausschneidet, mit d£2 bezeichnet: 



^fKdiì 
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und als gesuchte ràumliche Strahlangsdichte, durch Division 
mit v: 

w« -'fKdSÌ. (20) 

Da r hìer ganz fortgefallen ist, so kann man unter K ein- 
fach die StrahlongsintensiUlt in dem Punkte selber verstehen. 
Bei der Integration ist za beachten, daB K im allgemeinen yon 
der Richtung {&, <p) abhàngt. 

Fùr gleichmàBige Strahlung nacb alien Richtnngen ist K 
konstant, und man erbg.lt: 

u^±!L^. (21) 

q ^ ^ 

§33. Wie Yon der ràumlichen Dichte derOesamtstrablungu, 
so spricht man auch yon der r&umlichen Dicbte der Strahlnng 
einer bestimmten Schwingungszabl Uy, indem man die spektrale 
Zerlegung vomimmt: 

co 

u=^fviydv. (22) 



Dann ergibt sicb durch Eombination der Gleichungen (20) 
und (9): -7 

u. = |/(ft. + ftOrffi (23) 

und bieraus ffir unpolarisierte und nacb alien Ricbtungen gleich- 
màBige Strablung: 

«, = ^- (24) 



Zweites Kapitel. Strahlung beim thermodynamisehen 
Sieichgewichi Kirchhoffsches Gesetz. Schwarze Strahlung. 

§ 24. Wir woUen jetzt die im vorigen Eapitel aufgestellten 
Sàtze auf den speziellen Fall des tbermodynamischen Qleicb- 
gewicbts anwenden und stellen daber an die Spitze der folgen- 
den fjberlegungen die aus dem zweiten Hauptsatz der Tbermo- 
dynamik flieBende Folgerung: Ein System rubender Edrper yon 
beliebiger Natur, Form und Lage^ welcbes yon einer festen, ftLr 
W&rme undurcblàssigen HuUe umschlossen ist, geht, bei be- 
liebig gewàbltem Anfangszustand, im Laufe der Zeit in einen 
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Danerzustand liberi bei welchem die Temperatar in alien Edrpem 

des Systems die n&mliche ist Dies ist der thermodynamische 

/ Gleichgewichtszustand, in welchem die Entropie des Systems 

- unter alien Werten, die sie yerm5ge der dorch die Anfangs- 

r^^*^ bedingungen gegebenen Oesamtenergie anzunehmen yermag, einen 

Maximal wert besitzt, yen welchem aos daher keine weitere Ver- 

mehrung der Entropie mehr mòglich ist 

Es kann in gewissen Fàllen yorkommen, daS unter deu 
gegebenen Bedingungen die Entropie nicht ein einziges, sondem 
mehrere yerschiedene Maxima annehmen kann, yon denen dann 
eins das absolute ist, w&hrend die tibrigen nur relatiye Be- 
deutung haben.^ In diesen Fàllen stellt jeder Zustand, der 
einem Maximalwerte der Entropie entsprìcht, einen thermo- 
dynamischen Oleichgewichtszustand des Systems dar. Aber nur 
derjenige unter ihnen, der dem absolut grSfiten Wert der Entropie 
entspricht, bezeichnet das absolut stabile Gleichgewìcht. Die 
tibrigen sind alle in gewissem Sinne labil, insofem eine _ge^ 
ei^gnete, wenn auch minimalej Stòrung des Gleichgewichts eine 
dauemdé Veràndefùng ctès Systems in Richtung nach dem 
absolut stabilen Gleichgewicht hin yeranlassen kann. Ein Bei- 
spiel hierftir bietet ein in ein festes GefàS eingeschlossener Dampf 
im Zustand der Ùbers&ttigung, oder irgend eine explosible Sub- 
stanz. Auch bei den Strahlungsyorg&ngen werden wir Beispiele 
solcher labilen Gleichgewichte antreffen (§ 62). 

§ 35. Wir setzen nun wieder, wie im yorigen Eapitel, 
homogene isotrope Medien yoraus, deren Zustand nur yon der 
Temperatur abh&ngt^ und fragen nach den Gesetzen, denen die 
Strahlungsyorgànge in ihnen gehorchen miissen, wenn sie mit 
der im yorigen Paragraph angeflihrten Folgerung aus dem zweiten 
Hauptsatz der Thermodynamik im Einklang sein sollen. Das 
Mittel zur Beantwortung dieser Frage gibt uns die Untersuchung 
des thermodynamischen Gleichgewichtszustandes eines oder 
mehrerer solcher Medien, unter Benutzung der im yorigen 
Eapitel aufgestellten Begriffe und S&tze. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall: einem einzigen 
Medium^ welches nach alien Bichtungen des Baumes sehr weit 



^ Vgl. z. B. M. Plaxox, Vorlesangen ttber Thermodynamik, Leipzig, 
Veit & Oomp., 1905, § 165 und § 189 ff. 
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ansgedehnt ist, und, wie alle hier betrachteten Systeme, von 
einer festen, f&r W&rme undurchl&ssigen Hùlle umschlosBen 
wird. Das Medmm besitze, wie wir TorlSlafig annehmen woUen, 
einen endiìchen Absorptionskoefiìzienten, einen endlichen Emis- 
sionskoeffizienten und einen endlichen ZerstreuungskoefGzienten. 

Betrachten wir nun zanàchst solche Stellen des Mediums, 
welche von der Oberflàche sehr weit entfernt liegen. Hier wird 
der Einflufi der Oberfl&che jedenfalls verschwindend klein sein 
und wir werden wegen der Homogenitàt und Isotropie des 
Mediums schliefien mftssen, daB im thermodynamischen Oleich- 
gewichtszustand die Warmestrahlnng liberali und nach alien 
Richtungen von gleicher Beschaffenheit ist, oder daB Sy, die 
spezifische Strahlungsintensitat eines geradlinig polarisierten 
Strahles von der Schwingungszahl v (§ 17), nnabh&ngig ist Yom ^ 
Àzimut der Polarisation, von der Bichtung des Strahles und ^ 
vom Orte. Daher entspricht auch jedem von einem Fl&chen- ^ 
element dtr ausgehenden, innerhalb eines Mementarkegels diì 
divergierenden Strahlenbtindel ein genau gleiches und entgegen- 
gesetzt gerichtetes innerhalb des nàmlichen Elementarkegels 
gegen das Flàchenelement hin konvergierendes Biindel. 

Nun erfordert die Bedingung des thermodynamischen Gleich- 
gewichts, daB die Temperatur liberali gleich und unverànderlich 
ist, daB also in jedem Volumenelement des Mediums wàhrend 
einer beliebigen Zeit ebensoviel strahlende Wàrme absorbiert 
wie emittiert wird. Denn da wegen der QleichmàBigkeit der 
Temperatur keinerlei Wàrmeleitung stattfindet, wird die E5rper- 
wàrme lediglich durch die Wàrmestrahiung beeinfluBt. Das 
Phànomen der Zerstrenung spielt bei dieser Bedingung keine 
Bolle; denn die Zerstrenung betrifft nur eine Bichtungsànderung 
der gestrahlten Energie, nicht aber Erzeugung oder Yernichtang 
derselben. Wir berechnen daher die in der Zeit d t von einem 
Volumenelement t; emittierte und absorbierte Energie. 

Die emittierte Energie betr&gt nach Oleichung (2): 

dt'v8nÌ6y dv, 



wobei der Enùssionskoefiìzient By des Mediums auBer von seiner 
chemischen Natur nur von der Schwingungszahl v und von der 
Temperatur abhàngt. 
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§ 26. Zur Berechnung der absorbierten Sinergie bedienen 
wìr uns der nàmlichen Betrachtung, wie die, welche durch die 
Fig. 1 (§ 22) illustriert wnrde, und behalten auch die dortigen 
Bezeichnungen bei. Die von dem Volumenelement t; in der 
Zeit dt absorbierte Energiestrahlimg ergibt sich, wenn wir die 
Intensit&ten aller das Element v dorchkreuzenden Strahlen be- 
trachten und von jedem dieser Strahlen den in v absorbierten 
Bruchteil beriicksichtigen. Nun besitzt der von da ausgehende^ 
aus dem Volumen v den Teil*/*^ ausschneidende Elementar- 
strahlenkegel nacb (19) die Intensit&t (Energiestrahiung in der 
Zeiteinheit) 

oder in spektraler Zerlegung nach (12): 

00 

2d(T'j^^{^ydv. 



Die Intensit&t eines monochromatischen Strahles ist daher: 

2rfa.4'Sy rfr. 

Der Betrag der auf der Strecke a in der Zeit dt absorbierten 
Energie dieses Strahles ist daher nach (4): 

dt*ay8'2dG^^y dv 

und die ganze aus dem Elementarstrahlenkegel absorbierte Energie 
betrSgt, durch Integration ùber alle Schwingungszahlen: 

» 
dt'2d(T^^fay^ydv. 



Summiert man diesen Ansdruck erstens ùber die verschiedenen 
Querschnitte /*der Yon da ausgehenden, das Volumen v trefiPenden 
Elementarstrahlenkegel, wobei zu beachten, dafi '^fs^v, und 
zweitens ùber alle Elemento da der Eugelflàche vom Radius r, wobei 

I — ^ = 4 ;r, so erhàlt man als Ausdruck flir die gesamte in der 
Zeit dt vom Volumenelement v absorbierte strahlende Energie: 

00 

(25) dt-v'ònjcty^ydv 
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xind durch Gleichsetzen mit der emittierten Energìe: 

OD OD 

iSy dV =S |«y fty dV, 



Diese Beziehung l&Bt sich noch spektral zerlegen. Denn 
die Gleichheit der emittierten und der absorbierten Ekiergie 
beim thermodynamischen Oleichgewicht gilt nicht nur Air die 
Gesamtstrahlung des ganzen Spektrums, sondem auch, wie sich 
leicht eÌDsehen l&Bt, fUr jede monochromatische Strahlung. Da 
n&mlich die QrdBen e^, a^, und ity unabh&ngig vom Orte BÌndJ;f^'/j 



so wiirde, wenn fìir eine einzelne Farbe die absorbierte Energie \ <^^a^[ki tL.:> 



K>jk^^ 



der emittierten nicht gleich w&re, Uberall im ganzen Medium 
eine fortw&hrende Zunahme oder Abnahme der Energiestrahlung 
der betreffenden Farbe^ anf Eosten anderer Farben, stattfinden, 
was der Bedingung widerspricht, daS S^ fiìr jede einzelne 
Sch¥dngung8zahl sich mit der Zeit nicht andert Es gilt also 
auch f&r jede Schwingungszahl die Beziehung: 

e^ = a^«^ • (26) 

oder: ^- = i;' (27) 

d. h. im Innern eines im thermodynamischen Oleich- 
gewicht befindlichen Mediums ist die spezifische 
Strahlungsintensit&t einerbestimmten Schwingungszahl 
gleich dem Quotienten aus dem Emissionskoeffizienten 
und dem Absorptionskoeffizienten desMediums fùr diese 
Schwingungszahl. 

§ 37. Da e^ und Uy auBer von der Natur des Mediums 
nur von der Temperatur und der Schwingungszahl v abhàngen, 
so ist mithin auch die Strahlungsintensit&t einer bestimmten 
Farbe beim thermodynamischen Oleichgewicht durch die Natur 
des Mediums und durch die Temperatur vollstSlndig bestimmt 
Eine Ausnahme bildet jedoch der Fall, daB «^ = 0, d. h. daB 
das Medium die betreffende Farbe gar nicht absorbiert. Da ft^ 
nicht unendlich groB werden kann, so folgt zunlU^hst, daB dann 
auch iy » 0, d. h. ein Medium emittiert keine Farbe, welche es 
nicht absorbiert. Ferner aber erkennt man, daB, wenn sowohl 
€ als auch a verschwinden, die Oleichung (26) durch jeden 
Wert von ft befriedigt wird. In einem ftir eine bestimmte 
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Farbe diathermanen Medium kann bei jederbeliebigen 
Strahlnngsintensitàt der betreffenden Farbe thermo- 
dynamisches Gleichgewicht bestehen. 

Hier haben wir schon ein Beispiel fiir die oben (§ 24) be- 
sprochenen FàUe^ in denen bei gegebener Gesamtenergie eines 
Ton einer festen adiabatischen Hùlle umschlosseneii Systems 
mehrere Gleichge¥àcht8za8t&nde mòglich sind^ enisprechend 
mehreren relativen Maxima der Entropie. Denn da die Strahlungs- 
intensitàt der betreffenden Farbe im thermodynamiscben Gleich- 
gewicht ganz nnabh&ngig von der Temperatur des fUr eie 
diathermanen Mediums ist^ so ISfit sich die gegebene Gesamtenergie 
ganz beliebig auf die Strahlung jener Farbe und auf die E5rper- 
w&rme verteìlen^ ohne daB das tìiermodynamische Gleichgewicht 
unmòglich wird. Unter alien diesen Yerteilungen gibt es aber 
eine ganz bestimmte, dem absoluten Maximum der Entropie 
entsprechende, welcfae das absolut stabile Gleichgewicht bezeichnet 
und welche, im Gegensatz zu den iibrigen, in ge¥dssem Sinne 
labilen Zustànden, die Eigenschaft besitzt^ durch keinerlei 
minimale Stòrung eine merkUche Ànderung zu erleiden. In der 
Tat werden wir unten (§ 48) sehen, daB unter den unendlich 

yielen Werten, deren der Quotient — fahìg ist, wenn ZShIer 

und Nenner beide verschwinden, ein ausgezeichneter, in be- 
stimmter Weise von der Natur des Mediums, der Schwingungs- 
zahl V und der Temperatur abhàngiger Wert existiert, den man 
als die stabile Strahlungsintensit&t^y in dem fOr die Schwingungs- 
zahl V diathermanen Medium bei der betreffenden Temperatur zu 
bezeichnen hat. 

Was hier von einem far eine bestimmte Strahlenart dia- 
thermanen Medium gesagt ist, das gilt ebenso vom absoluten 
Vakuum, als einem fùr s&mtliche Strahlenarten diathermanen 
Medium, nur daB man hier nicht mehr von der Eòrperwàrme 
und von der Temperatur des Mediums sprechen kann. 

Ftirs erste woUen wir aber von dem speziellen Falle der 
Diathermansie wieder ganz absehen und voraussetzen, daB alle 
betrachteten Medien einen endlichen Absorptionskoeffizienten 
besitzen. 

§ 28* Widmen wir nun auch noch dem Yorgang der Zer- 
streuung beim thermodynamischen Gleichgewicht eine kurze 
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Betrachtung. Jeder Strahl, der das Volumenelement t; trifft, 
erleidet dortselbst eìne gewisse SchwIU^hnng seiner Intensit&t 
dadurchy daB ein gewisser Brachteil seiner Energie nach anderen 
Bichtnngen abgelenkt wird. Der Betrag der gesamten in der 
Zeit d t Yom Volumenelement v von alien Bichtnngen des Baumes 
dorcli Zerstrenung aofgefangenen Energiestrahlung berechnet 
sich anf Grand des Ansdruckes (3) genau in derselben Weise 
wie der der absorbierten Energiestrahlung in § 26^ und wir er- 
halten daher f&r ihn, wie in (26): 



dt'V'8n 



^fir^dv. (28) 



Die Frage nach dem Verbleib dieser Energie làBt sich eben- 
falls leicht beantworten. Denn wegen der Isotropie des Mediums 
muB die vom Volumenelement v ausgehende Strahlung der 
dortselbst zerstreuten Energie (28), ebenso wie die EinstraJilung, 
nach alien Bichtnngen gleichmàBig erfolgen. Dies ergibt f&r 
denjenigen Teil der vom Element v durch Zerstrenung auf- 
gefangenen Energie, welcher durch den Offnungswinkeld J2 wieder 

ausgestrahlt wird, durch Multiplikation mit - — : 

4 71 



OD 

2dtdvdiìffi^Sydv 



und fiir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung: 

dtdvdiì'fi^S^dv. (29) 

Dabei ist allerdings wohl zu beachten, daB diese Gleich- 
m&Bigkeit der Ausstrahlung nach alien Bichtnngen nur f&r alle 
das Element v treffenden Strahlen zusammengenommen gilt; 
denn ein einzelner Strahl wird, auch in einem isotropen Medium, 
nach verschiedenen Bichtnngen mit verschiedener Intensit&t und 
Folarisation zerstreut (ygl. § 8 am SchluB). 

Auf diese Weise ergibt sich, daB beim thermodynamischen 
Strahlungsgleichgewicht im Innem des Mediums der Vorgang 
der Zerstrenung im ganzen liberhaupt keinen Effekt herror- 
bringt. Die von alien Seiten auf ein Volumenelement auf- 
fallende und dort wieder nach alien Seiten zerstreute Strahlung 
Terh&lt sich genau ebenso, als ob sie ohne jede Modifikation 
durch das Volumenelement dìrekt hindurchgegangen ware. Was 
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ein Strahl durch ZerstreuaDg an Energie yerliert, das gewinnt 

er wieder durch Zerstreuung anderer Stxahlen. 

§ 29. Wir wollen nun die StrahlungSYorg&nge im Innem 

eines sehr weit ausgedehnten^ im thermodynamischen Gleich* 
gewicht befindlichen homogenen isotropen 
Mediums noch von eìnem anderen Standpunkt 
ans betrachten, indem wir nicht mehr ein 
bestimmtes Volumenelement^ sondern ein be- 
stimmtes Strahlenbtindel, und zwar ein Eie- 
mentarbùndel (§ 21) ins Auge fassen. Dasselbe 
sei charakterisiert durch die unendiich kleine 
Brennflache da beim Punkte (Fig. 2), senk- 
recht zur Achse des Bundels^ und durch den 
p. Òflfnungawinkel diì, und die Strahlung erfolge 

gegen die Brennflache hin in der Richtung 

des Pfeiles. Wir betrachten ausschlie&lich nur solche Strahlen, 

welche diesem Bùndel angehoren. 

Die in der Zeiteinheit durch da hiqdurchtretende Energie 

monochromatìscher geradlinig polarisierter Strahlung ist nach (1 1), 

da hier d< = 1, und i9- = zu setzen ist: 

(30) dtr-dQ.^rdv 

und dieser nàmliche Wert gilt auch fllr jeden anderen Quer- 

schnitt des Bandels. Denn erstens ist S^ dv tLberall gleich groB 

(§ 25), und zweitens besitzt auch das Produkt aus irgend einem 

i-' V ^ senkrechten Querschnitt des Biindels und dem ÒfiEhungswinkel, 

r(^>a> unter dem die Brennflache da von diesem Querschnitte aus gè- 

()..' sehen wird^ den konstanten Wert da^diì, da die Gr5fie des 

.^s> 4^- Querschnittes sich mit der Entfernung von der Spitze O des 

Bùndels in demselben Mafie vergrófiert^ wie die jenes Oflhungs- 

^>^^ • winkels sich verkleinert Die Strahlung innerhalb des BUndels 

erfolgt also genau ebenso, als ob das Medium voUkommen dia- 

therman w&re. 

Andererseits modifiziert sich aber die Strahlung auf ihrer 
Babn fortwàhrend durch die EinflUsse der Emission, der Absorption 
und der Zerstreuung. Wir wollen uns von dem Betrage dieser 
Wirkungen im einzelnen Rechenschaft geben. 

§ 30. Ein Raumelement des Strahlenbiindels^ welches be- 
grenzt ist durch zwei Querschnitte in den Entfemungen r^ 



rU^- 
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(beliebig groB] und r^ + dr^ von der Spitze O, nnd welches daher 
das Volnmen dr^^r^^diì besitzt^ emìttiert gegen die bei O gè- 
legene Bremiflàche da in der Zeiteinheit eine Energiemenge E 
monochromatischer geradlinig polarisierter StrahluDg, welche 
man aus (1) erhSlt, wenn man darin setzt: 

d<=l, dr^dr^-r^UQ, dQ=^^ 

nnd den Zahlenfaktor 2 nnterdrilckt; also die Energie: 

E^ drQ'dQ'dtT'Bydv. (31) 

Aber von dieser Energie E kommt nur ein Teilbetrag E^ 
in O &n, da auf jeder unendlich kleinen Wegstrecke a, welche 
8ie bis zurùckznlegen hat^ dnrch Absorption nnd Zerstrennng ^ W 
der Bmchteil {ccy + §^)8 verloren geht. Ist n&mlich E^ derjenige C(Z5 . 
Teil der Energie E, welcher in dem um die Strecke »"(< r^^) ^ jj 
Yon entfemten Querschnitt ankommt, so haben wir, f&r « = dr: j .^ 

oder: ^ ^ E^{a, + (ì,). 

Integriert: E^ = ^^(«r+MC'-'-o)^ 

da far r = r^, ^^ = -& durch die Gleichung (31) gegeben isi 

Hierans folgt fiir r = die in O ankommende> von dem 
Ranmelement bei r^ emittierte Energie: 

E^=-Ee-'^''^'^^^y'^dr^'dSi'dGB^e''^''^'^^^y'dv. (32) 

Alle Ranmelemente des Strahlenbiindels znsammen liefem 
also dnrch ihre Emission die in da ankommende Energie: 

diì'dd^dvè^^ r^r^- «"("•'+''•')'• ==dfì.d(T.-^;-^^ (33) 



§ 31. Wàre gar keine Zerstrennng der Strahlung wirksam, 
80 mlìBte die gesamte in da ankommende Energie sich zusammen- 
setzen aus den yon den einzelnen Ranmelementen des Strahlen- 
bùndels emittierten Energiebetràgen, unter Berlicksichtignng der 
Verluste, die unterwegs durch Absorption eintreten, und in der 
Tat sind ftir /?^ := die Ausdrùcke (33) und (30) identisch, wie 
ein Yergleich mit (27) zeigt. Im allgemeinen ist aber (30) grdfier 
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ala (33); weil dimisi d(r ankommende Energìe auch noch Stxahlen 
enthàlt, welche gar nicht innerhalb dea Strahlenbùndels, sondem 
irgendwo anders emittiert, und sp&ter durch Zerstreuung in das 
betrachtete Strahlenbtìndel bineingeraten sind. In der Tat: die 
Baumelemente dea Strahlenbtindela zeratrenen nicht nur die 
innerhalb dea Bilndela fortachreitende Strahlong nach anfien, 
aondern aie aammebi anch Strahlen^ die von auBen kommen, in 
daa Blindel hinein, und zwar ergibt aich die von dem Raum- 
element bei r^ auf dieae Weiae geaammelte Strahlung E\ wenn 
man in dem Auadruck (29) aetzt: 

E'^dr^diìàtr ^y^dv. 

Dieae Energie kommt zu der von dem Baumelement emit- 
tierten oben in (31) berechneten Energie E ìùnzn, ao daB man 
ftir die geaamte in dem Raumelement bei r^ in daa Strahlen- 
btìndel neu eintretende Energie erhàlt: 

E+ E'= dr^ diì da(e^ + ffrSr)dv. 

Von dieaer Energie kommt, analog (32), in der Betrag an: 

dr^ diì d(T{è, + ^r&y)dv*e-''^''^'^^-^ 

und alle Baumelemente dea Strahlenbtindela zuaammen liefem 
durch Emiaaion und Sammlung zeratreuter Strahlung unter Be- 
rtlckaichtigung der unterwega durch Abaorption und Zeratreuung 
eintretenden Verluate, die in da ankommende Energie: 

dQdffiSy + fi,SÌ,)dv • Triro. e- '■•("'+''••) = dQda- '"'^^'f' dv, 

J r "^ r » 



welche nun in der Tat genau gleich dem Auadruck (30) iat^ wie 
man durch Vergleichang mit (26) erkennt 

§ 32« Die im vorhergehenden abgeleiteten S&tze ùber den 
Strahlungazuatand beim thermodynamiachen Gleichgewicht einea 
homogenen iaotropen Mediuma gelten zun&chat nur filr aolche 
Stellen dea Mediuma, welche von der Oberflàche aehr weit ent« 
femt liegen, weil nur flir dieae aua Symmetriegrtlnden die Strahlung 
Yon Yomherein ala unabhàngig vom Orte und von der Richtung 
angenommen werden darf. Indessen zeigt eine einfache Uber- 
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)l {^^ 



legnng, daB der in (27) berechnete, nor von der Temperatur 

und Yon der Natur dea Mediums abhàDgige Wert von % anch 

bis nnmittelbar an die Oberfl&che des Mediums den Betrag der 

Strahlangsintensitàt der betreffenden Schwingungszahl nach jeder 

beliebigen Richtung angibt Denn beim thermodynamischeii 

Oleichgewicht mnB jeder Strahl genau die n&mlicbe Intensitàt 

besitzen wie der gerade entgegengesetzte StraU^ weil sonst durch 

die Strahlung ein einseitiger Transport von Energie bedingt 

werden wùrde. Fassen wir also einen von der Oberfl&che des 

Mediums herkommenden, in das Innere hinein gerichteten Strahl 

ins Auge, so muB derselbe die n&mliche Intensit&t besitzen wie ^v ^"^ v. 

der gerade entgegengesetzte, aus dem Innem kommende Strahl, ^^'^ ^ <y^^^ 

und daraus folgt ohne weiteres, daB der gesamte Strahlungs* j 

zustand des Mediums an der Oberfl&che der n&mliche 

ist wie im Innern. 

g 33. Wàhrend also die von einem Element der Oberfl&che 
ausgehende, nach dem Innem des Mediums gerichtete Strahlung 
in jeder Beziehung gleich ist der von irgend einem gleichgroBen 
und gleichgerichteten im Innem gelegenen Flàchenelement aus- 
gehenden Strahlung, so hat sie doch eine andere Vorgeschichte 
als diese, sie rtihrt n&mlich, da die Oberflache des Mediums 
als filr Wllrme undurchlàssig vorausgesetzt ist, lediglich her von 
der Reflexion der aus dem Innem kommenden Strahlung an 
der Oberfl&che. Im einzelnen kann dies in sehr yerschiedener 
Weise geschehen, je nachdem die Oberflache als glatt, also in 
diesem Falle als spiegelnd, oder als rauh, etwa als weiB (§ 10) 
Yorausgesetzt ist. Im ersteren Falle entspricht jedem auf die 
Oberflache auftreffenden Strahlenbiindel ein ganz bestimmtes 
symmetrisch dazu gelegenes von der n&mlichen Intensitat, im 
zweiten Falle aber zersplittert sich jedes einzelne auftreffende 
Strahlenbiindel in unendlich viele reflektierte Strahlenbiindel von 
verschiedener Richtung, Intensitat und Polarisation, doch immer 
so, daB die von alien Seiten mit gleicher Intensitat $, auf ein 
pberflàchenelement auftreffenden Bandel in ihrer Oesamtheit 
wieder eine gleichm&Bige von der Oberfl9.che in das Innere des 
Mediums gerichtete Strahlung von der nàmlichen Helligkeit ^^ 
liefem. 

§ 34. Nun bietet es nicht die geringste Schwierigkeit mehr, 
die im § 25 gemachte Yoraussetzung aufzuheben, daB das 

PI.AHCK, WArmestnhluDg. 3 
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betrachtete Medium nach alien RiclituDgen des Baumes sehr weit 
ausgedehnt ist Denn wenn in unserem Medium der thermo- 
dynamisclie Gleichgewichtszustand allenthalben eingetreten ist, 
so wird nach den Ergebnissen des letzten Paragraphen das Gleich- 
gewicht in keiner Weise gestdrt^ wenn man in dem Medium 
beliebig yiele feste fiir W&rme undurchl&ssige^ glatte oder rauhe, 
Fl&chen angebracht denkt. Hierdurcb wird das ganze System 
in eine beliebig grofie Anzahl vollkommen abgeschlossener E^zel- 
systeme zerlegt, deren jedes so klein gew&Ut werden kann^ als 
es die allgemeinen in § 2 ausgesprochenen Beschr&nkungen ùber- 
haupt gestatten. Daraus geht herror, dafi der in (27) gegebene 
Wert der spezifischen Strahlungsintensit&t S^ auch f&r das 
thermodynamische Gleichgewicht einer in einem beliebig kleinen 
und beliebig geformten Raume eingeschlossenen Substanz Gtiltig- 
keit besitzt 

§ 35. Von dem aus einer einzigen homogenen isotropen 
Substanz bestehenden System gehen wir jetzt tLber zu einem 
aus zwei verschiedenen aneinander grenzenden homogenen iso- 
tropen Substanzen bestehenden System, das wiederum von einer 
festen fiìr Wàrme undurchl&ssigen Httlle begrenzt ist, und be- 
trachten den Strahlungszustand beim thermodynamischen Gleich- 
gewicht, zun&chst wieder unter der Yoraussetzung, daB beide 
Medien raumlich sehr weit ausgedehnt sind. Da das Gleich- 
gewicht in Nichts gestòrt wird, wenn man die Trennungsflàche 
der beiden Substanzen sich einen Augenblick durch eine fur 
Wàrmestrahlung ganz undurchlassige Flàche ersetzt denkt, so 
gelten fiir eine jede der beiden Substanzen einzeln alle Sàtze 
der letzten Paragraphen. Die spezifìsche Strahlungsintensit&t 
der Schwingungszahl v, nach einer beliebigen Ebene polarisiert, 
im Innem der ersten Substanz (der oberen in Fig. 8) sei $,, die 
im Innem der zweiten Substanz ^', wie wir liberhaupt die auf 
die zweite Substanz bezùglichen Grofien durch einen hinzu- 
gefiigten Strich markieren woUen. Beide GroBen ^^ und ^/ 
hàngen gemàB Gleichung (27) aufier Yon der Temperatur und 
der Schwingungszahl v nur von der Natur der beiden Substanzen 
ab, und zwar gelten diese Werte der Strahlungsintensitàt 
bis unmittelbar an die Grenzflàche der Substanzen^ 
sind also ganz unabhàngig von der Beschaffenheit dieser 
Flàche. 
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§ 36. Wir nebinen nun zun&chst die Grenzfl&che der 
beiden Medien ala glatt (§ 9) an. Dann spaltet sich jeder aus 
dem eraten Medium kommende anf die Grenzfl&che treffende 
Strahl in zwei Strahlen: den reflektierten und den dnrchgelasseiien. 
Die Bichtangen diesar beiden Strahlen variieren nach MaBgabe 
des Einfallswinkels und der Farbe des einfallenden Strahles, 
die Intensit&t anfierdem nach MaBgabe seiner Polarìsation. 
Bezeichnen wir mit q (Reflezionakoe£Gzient) den Betrag der 
reflektierten, und infolgedessen mit 1 — (> den Betrag der durch- 
gelassenen Strahlungsenergie im Verh&ltnis zur aufihllenden 
Energie, so ist q Yom Ein&llswinkel, von der Schwingnngszahl 
und Yon der Polarìsation des auffallenden Strahles abh&ngig. 
Entsprechendes gilt von p', dem Reflexionskoeffizienten fui einen 
aus dem zweiten Medium kommenden auf die Grenzfl&che 
treffenden StrahL 

Nun ist die Energie der monochromatischen geradlinig 
polarìsierten Strahiung tou der Schwingnngszahl v von einem 




GratsflòU^ 



Element da der Grenzflàche aus innerhalb des Elementar- 
kegels dSl m der Richtung nach dem ersten Medium (s. den 
gefiederten Pfeil oben links in Fig. 3) flìr die Zeit di nach (11): 

didfs^^^d-dSl^^dv, (34) 

wobei: dQ^sin&d&dtp. (35) 

Diese Energie wird geliefert durch die beiden Strahlen^ welche 
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aus dem ersten bez. zweiten Medium kommend von dem FlS^chen- 
element dtr in entaprechender Bichtung reflektdert bez. darcb- 
gelassen werden (s. die ungefiederten Pfeile. Yon dem Fl&cben- 
element d a ist nur ein Punkt O gezeichnet.) Der erstere Strahl 
yerlàuft^ gemaB dem ReflexionsgesetZy innerhalb dea sym- 
metrisch gelegenen Elementarkegels dSij der zweite innerhalb 
dee Elementarkegels: 

(36) dSì'=mi&' d&' dq)\ 
wobei nach dem Brechungsgesetz: 

(37) <p'^<p und |M. = |.. 

Nehmen wir nan an, die Strahlung (34) sei entweder in 
der Einfallsebene oder senkreclit zar Einfallsebene polarisìert, 
so gilt das Entsprechende fiir die beiden Strahlongen, aus deren 
Energien sie sich zusammensetzt, und zwar liefert die aus dem 
ersten Medium kommende, von da reflektierte Strahlung den 
Beitrag: 
(88) Q'dt'da COB& 'diìSt^dv 

und die aus dem zweiten Medium kommende^ yon d<r durch- 
gelassene Strahlung den Beitrag: 

(39) (1 ^ Q')'dt'd(T coB&'.diì' Sì; dv. 

Die GróBen dty da, v und dv sind hier ohne Strich hin- 

geschrieben, weil sie in beiden Medien die nàmlichen Werte 

besitzen. 

Addiert man die Ausdrlicke (38) und (39) und setzt die 
Summe gleich dem Ausdruck (34), so ergibt sich: 

Q cos&'diì S^ + (1 - p^cost?-' dSÌ' S^' = C08i9-.rffì ff^. 

Nun ist nach (87) 

cofl^ d& _ COB&' d&' 

q - q' 

und weiter durch Berticksichtigung von (35) und (36): 

aii costr = X — ^— . 

Folglich ergibt sich: 
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§ 37. In der letzten Gleichnng ist die Grdfie anf der linken 
Seite unabhàngig vom Einfallswinkel & und von der Art der 
Polarisation; folglich mnfi es auch die GròBe auf der rechten 
Seite sein. Eennt man also den Wert dieser Gròfie fiir einen 
einzigen Einfallswinkel nnd eine bestimmte Art der Polarisation^ 
so besitzt dieser Wert fiir alle Einfallswinkel und alle Polari- 
sationen Gùltigkeit Nnn ist in dem speziellen Falle^ daB die 
Strahlen rechtwinklig zur Einfallsebene polarisiert sind und unter 
dem Polarisationswinkel anf die Grenzflàche auffallen, (> = 
und q' = 0. Dann wird der Ansdmck rechts gleich 1; also ist 
er àllgemein gleich 1, und wir haben stets: 

e = e' (40) 

und: q^^ = q'^^\ (41) 

g 38* Die erste dieser beiden Beziehungen, welche besagt^ 
daB der BeflexionskoefSzient der Grenzfl&che nach beiden Seiten 
hin der nSLmliche ist, bildet den speziellen Ausdruck eines ali* 
gemeinen zuerst von Hklmholtz^ ausgesprochenen Reziprozitàts- 
satzes, wonach der Intensitàtsyerlust^ welchen ein Strahl von 
bestimmter Farbe und Polarisation auf seìnem Wege durch 
irgend welche Medien infolge yon Beflexion, Brechung^Absorption, 
Zerstreuung erleidet, genau gleich ist dem Intensit&tsyerlust, 
welchen ein Strahl von entsprechender Intensit&t, Farbe und 
Polarisation auf dem gerade entgegengesetzten Wege erleidet 
Daraus folgt unmittelbar, daB die auf die Grenzflàche zweier 
Medien auffallende Strahlung stets nach beiden Seiten hin gleich 
gut hindurchgelassen bez. reflektiert wird, f&r jede Farbe, 
Bichtung und Polarisation. 

§ 39. Die zweite Beziehung (41) bringt die in den beiden 
Substanzen bestehenden Strahlungsintensitàten miteinander in 
Zusammenhang, sie besagt nSinlich, daB beim thermodynamischen 
Gleichgewicht die spezifischen Strahlungsintensit&ten 
einer bestimmten Schwingungszahl in beiden Medien 

^ H. y. Hblxholtz, Handbnch der Phjsiologischen Optik. 1. Lieferung* 
Leipzig, Leop. Yoss, 1856, p. 169. Vgl. auch Hblmholtz' YorlesuDgen 
aber die Theorìe der Wftrme, heraiusgegeben von F. Richabz, Leipzig, 
J. A. Barth, 1903, p. 161. Die dort f&r besondere FUle gemachten Ein- 
Bcbrftnkungen dea Reziprozit&tssatzes sind hier gegenstandsios, da es sich 
hier nor lun Temperaturstarahlung (§ 7) handelt. 
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sich nmgekelirt verhalten wie die Quadrate der Fort- 
pflanzungsgeBchwindigkeiten oder direkt wie die Qua- 
drate der BrechuDgsexponenteu.^ 

Substituiert man fiir 9y seinen Wert aus (27), so kann 
man auch sagen: Die Gr5fie: 

(42) q^^ = q^ — 



ff„ 



hàngt nicht ab von der Natur der Substanz, ist also 
eine universelle Funktion der Temperatur T und der 
Schwingungszahl v. 

Der bobe Wert dieses Satzes berubt offenbar darauf, daB 
er eine Eigenschaft der Strablung angibt, die ftir alle Eorper 
in der Natur gleicbmSLBig gilt, und die daher nur an einem ein 
zigen ganz beliebig ausgewahlten Edrper bekannt zu sein braucbt, 
um sogleicb yollstlUidig allgemein ausgesprochen werden zu 
kdnnen. Die hierdurch gebotene Móglichkeit werden wir spS.ter 
benutzen, um jene universelle Funktion wirklich zu berephnen, 
in § 161. 

§ 40. Nun fassen wir den weiteren Fall ins Auge, daB die 
GrenzflStche der beiden Medien rauh ist. Dieser Fall ist inso- 
fem Tiel allgemeiner als der vorher betrachtete, als bier die 
Energie eines von einem Element der 6renzfl&che in das Innere 
des ersten Mediums binein gerichteten Strahlenbtindels nicbt mebr 
von zwei bestimmten, sondem yon beliebig vielen Strahlenblin- 
deln, die aus beiden Medien kommend die Grenzflàche treffen, 
geliefert wird. Es kònnen bier im einzelnen sehr komplizierte 
Verhàltnisse eintreten, je nach der Beschafifenheit der Grenz- 
flàcbe, die ùberdies von Moment zu Element beliebig variioren 
kann. Immer bleiben dabei natlirlich nach § 35 die Werte der 
spezifischen Strahlungsintensit&ten S^ und $1^^' in beiden Medien 
nach alien Bichtungen die nàmlichen wie im Fall einer glatten 
Grenzflàche. Die Erfilllung dieser fiir das thermodynamische 
Gleichgewicht notwendigen Bedingung wird begreiflich durch 
den HELMHOLTzschen Reziprozit&tssatz, wonach bei der statio- 
n&ren Strablung jedem Strahl, der auf die Grenzflache trifit 
und Yon dieser difiFus nach beiden Seiten derselben zerstreut 



^ G. KiBOHHOFF, Gesammelte Abbandlungen, Leipzig, J. A. Barth, 
1882, p. 594. R. Clausius, Pogg. Ann. 121, p. 1, 1864. 
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wird, an demselben Orte ein gleich intensiver gerade entgegen- 
gesetzt gerichteter entspricht^ der dnrch den umgekehrten Vor- 
gang an derselben Stelle der Grenzfl&che: die Sammlnng diffns 
auftreffender Strahlung in eine bestimmte Bichtang, zustande 
kommt^ ebenso wie dies im Lmem jedes der beiden Medien der 
Fall i8t 

§ 41. Die erhaltenen S&tze wollen wir noch etwas weiter 
Yerallgemeinem. Zun&chst kann, ebenso wie im § 34, die von 
una gemachte Voranssetznng, daB die beiden Medien rftomlich 
weit ausgedehnt sind, ohne weiteres aufgeboben werden, da man 
beliebig TÌele Trennongsfl&chen einf&hren kann, ohne daB das 
thermodynamische 61eichge¥àcht gestdrt wird. Dadorch sind wir 
dann anch in den Stand gesetzt^ sogleich zn dem Falle beliebig 
yieler^ beliebig groBer nnd beliebig geformter Snbstanzen tiber- 
gehen zn kdnnen. Denn wenn ein System von beliebig vielen 
sich gegenseitig berlihrenden Snbstanzen sich im thermodynami- 
schén Gleichgewicht befindet, so wird das Gleichgewicht in keiner 
Weisé gestdrt, wenn man eine oder mehrere der Berllhrungs- 
fl&chen znm Teil oder ganz als fiir Wàrme nndarchl9.8sig voraus- 
setzt Hierdurch kònnen wir immer den Fall beliebig yieler 
Snbstanzen znrttckftthren auf den zweier in eine Air Warme 
nndiirchl&ssige HùUe eingeschlossener Snbstanzen, nnd daher 
den Satz ganz àllgemein anssprechen, daB beim thermodyna- 
mischén Gleichgewicht eines beliebigen Systems die spezifische 
Strahlnngsintensitàt ft, in jeder einzelnen Substanz durch die 
nniverselle Fnnktion (42) bestimmt wird. 

§ 42. Wir betrachten nnn ein in eine Air WSrme undurch- 
l&ssige Halle eingeschlossenes System yon n nebeneinander gè- 
lagerten emittierenden nnd absorbierenden Edrpem beliebiger 
GrdBe nnd Form im Znstand des thermodynamischén Gleich* 
gewichtes, nnd fassen wieder, wie in § 36, ein monochromatisches 
geradlinig polarisiertes Strahlenbùndel ins Auge, welches von 
einem Element d(r der Grenzflàche zweier Medien innerhalb des 
Elementarkegels dSÌ in der Richtung nach dem ersten Medium 
fortschreitet (Fig. 3, s. den gefiederten Pfeil). Dann ist die von 
dem Biindel gelieferte Energie f&r die Zeiteinheit, wie in (34): 

da cos &.dQ^ydv^ I. (43) 

Dieso Strahlungsenergie / setzt sich zusammen aus einem 
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Teil, der mittds regalarer oder diffdser Eeflexion an der Grenz- 
flàche au8 dem ersten Medium kommt^ nnd ans eìnem anderen 
Teil, der darch die Grenzfl&che bindurcli au8 dem zweiten 
Medium kommt Wir wollen aber jetzt bei dieser Art Ein- 
teilung niobi steben bleiben, sondern wollen die Einteilung 
damaob einrìobten, in welobem der n Medien die einzelnen 
Teile der Strablung I emittìert worden sind. Dieser Oesicbts- 
punkt ist ein yon dem vorìgen wesentlicb verscbiedener. Denn 
die Strablen, welcbe z. B. aus dem zweiten Medium durcb die 
GrenzflSx^be bindurob in das betraobtete Biindel bineingelangen, 
brauoben keineswegs alle im zweiten Medium emittìert worden 
zu sein, sondern kònnen unter Umstànden einen langen, sebr 
komplizierten Weg durcb verscbiedene Medien zuriickgelegt 
baben, in dessen Verlauf sie den Einfliissen der Breobung, 
Beflexion, Zerstreuung und teilweisen Absorptìon beliebig oft 
unterworfen waren. Ebenso brauoben die Strablen des Biìndels I, 
welcbe aus dem ersten Medium kommend B.n da reflektiert 
worden sind, durcbaus nicbt alle im ersten Medium emittìert 
worden zu sein. Es kann aucb yorkommen, daB ein Strabl, der 
in cinem Medium emittjert ist, auf seinem Wege durcb andere 
Medien bindurcb wieder in das ursprttnglicbe Medium zurtick- 
gelangt und dort entweder absorbiert wird oder zum zweiten 
Male aus dem Medium austritt. 

Wir wollen nun, unter BerUcksicbtìgung aller dieser M5g- 
licbkeiten, den Teil von I, der von Volumenelementen des ersten 
Mediums emittìert worden ist, ganz gleicbgQltìg, welcbe Wege 
scine einzelnen Bestandteile eingescbiagen baben, mit I^, den, 
der von Volumenelementen des zweiten Mediums emittìert worden 
ist, mit ^ bezeicbnen usw. Dann muB sein: 

(44) /=/, + ^+^+...+/„ 

denn in irgend einem Eòrperelement muB jeder Bestandteil 
von / emittiert worden sein. 

§ 43* Um nun n&beres liber die Herkunft und die Babnen 
der einzelnen Strablen zu erfabren, aus denen sicb die Strablungen 
Jp Jg, ... 4 zusammensetzen, ist es am zweckm&Bigsten, den 
umgekebrten Weg zu geben und nacb dem kiinftìgen Scbicksal 
desjenigen Strablenbtindels zu fragen, welcbes dem Btindel I 
gerade entgegengesetzt gericbtet ist, also vom ersten Medium 
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kommend innerhalb dea KegeìsdQ anf das Oberfl&chenelementdcr 
dea zweiten Mediums trifft Denn da jeder optiache Weg anch 
in umgekehrter Bichtung gaugbar iat, ao erh&lt man durch dieae 
Betrachtnng aSmUiche Bahnen, anf denen Strahlen in daa BUndel 1 
hineìngelangen konnen^ ao kompliziert aie anch im tLbrìgen aein 
mQgen. lat / die Intenaitàt dieaea nmgekehrten, anf die Grenz- 
fl&che zn gerichteten, ebenao polarìaierten Bùndela, ao iat nach 
§40: 

J=7. (45) 

Die Strahlen dea Btindela J werden an der Grenzflàche d a 
teila reflektierty teila durchgelaaaen, regul&r oder di£Fna, hieranf 
in beiden Medien teila abaorbiert, teils zeratreut, teila wiedemm 
reflektiert oder in andere Medien durchgelaaaen uaw., je nach 
der Eonfignration dea Syatema. SchlieBlich aber wird daa ganze 
BtindelJ*, nachdem ea aich in viete einzelne Strahlen verzweigt 
hat^ in den n Medien voUatSndig abaorbiert werden. Bezeichnen 
wir denjenigen Teil yon J, welcher achliefilich im eraten Medium 
abaorbiert wird, mit /^, denjenigen^ welcher achliefilich im zweiten 
Medium abaorbiert wird, mit J^ uaw.^ so iat mithìn: 

.^=./i + Ja + /8+ ••• +«'«• 

Nun aind die Volumenelemente der n Medien^ in denen die 
Àbaorption der Strahlen dea Bùndela / atattfindet, genau die- 
aelben, wie die, in welchen die Emisaion der Strahlen atattfindet, 
ana denen aich daa oben zuerat betrachtete Bùndel I znaammen- 
aetzt. Denn nach dem HELMHOLTzachen Reziprozitfttaaatz kann 
keine merkliche Strahlnng ana dem Biindel / in ein Yolnmen- 
element dringen^ ana welchem keine merkliche Strahlnng in daa 
Bùndel / hineingelangt, und nmgekehrt. 

Bedenkt man femer, dafi die Absorption einea jeden Yolumen- 
elementa nach (42) proportìonal iat seiner Emiaaion, und dafi nach 
dem HELMHOLTzachen Beziprozit&taaatz die Schw&chung^ welche 
die Energie einea Strabica auf irgend einem Wege erleidety 
immer gleich iat derjenigen Schwàchung, welche die Energie 
dea Strabica auf dem umgekehrten Wege erleidet, ao erhellt, 
dafi die betrachteten Volumenelemente die Strahlen dea Btindela J 
gerade in demaelben VerhSltnia abaorbieren, wie aie durch ihre 
Elmiaaion zur Energie dea entgegengeaetzten Biindela 7 beitragen; 
und da ùberdiea die Summe / der yon alien Yolumenelementen 
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dnrch Emission gelieferten Energien gleich ist der Somme J der 
Yon alien Elementen absorbierten Energien, so muB auch der yon 
jedem einzelnen Element aus dem Btìndel / absorbierte Energie- 
betrag gleich sein dem von demselben Element in das Biindel / 
emittierten Energiebetrag. Mit anderen Worten: Der Te il 
eines StrahlenbUndels I, welcher ans einem bestimmten 
Yolumen irgend eines Mediums emittiert worden ist, 
ist gleich demjenigen Teile des entgegengesetzt ge- 
richteten Strahlenbiindels /(» I), welcher in demselben 
Volumen absorbiert wird. 

Es sind also nicht nur die Sammen / nnd J einander 
gleich, sondem anch ihre Bestandteile: 

(46) J,^I„ J, = I„...J,^I,. 

§44. Die Gròfie I^j d. h. die Intensitàt des vom zweiten 
Medium in das erste Medium emittierten Strahlenbiindels, nennen 
wir nachG.KiRCHHOFF^das EmissionsvermSgen-^des zweiten 
Mediums^ wàhrend wir als Àbsorpt'ionsvermQgen A desselben 
Mediums das VerhSitnis von J^ zu / bezeichnen, d. h. denjenigen 
Bruchteil des auf das zweite Medium fallenden Strahlenbiindels, 
welcher in diesem Medium absorbiert wird. Also: 

(47) ^=^(^/), ^ = ^(^1). 

Die tìroBen E und A hangen ab toh der Natur beider 
Medien und der Temperatur, von der Schwingungszahl v und 
Yon der Polarisationsrichtung der betrachteten Strahlung, ferner 
Yon der Beschafifenheit der Grenzflàche, von der GrdBe des 
Fl&chenelements da und des Òffnungswinkels dQ, endlich yon 
der geometrischen Ausdehnung und der Form der gesamten 
Oberflàche beider Medien, sowie von der Natur und Form 
sàmtlicher anderer im System vorhandener Kdrper. Denn wenn 
z. B. ein aus dem ersten in das zweite Medium eingedrungeuer 
Strahl von letzterem hindurchgelassen wird, kann er mòglicher- 
weise irgendwo anders reflektiert werden^ dadurch in das zweite 
Medium zurlickgelangen und dort absorbiert werden. 

Bei diesen Festsetzungen gilt gemàB den Gleichungen (46), 
(45) und (43) der EiBCHHOFEsche Satz: 



^ Q. KiBCHHOPFy Gesammelte Abhandlangen, 18S2, p. 574. 
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^I^dacos&^diì'^^dv, (48) 



d. h. das Verhàltnis des Emissionsvermogens zum 
Àbsorptionsvermògen eines Eorpers ist unabhàngig 
Ton der Beschaffenheit des Edrpers. Denn dies Verh&ltnis 
ist gleich der Intensìt&t des im ersten Medium fortschreitenden 
Strahlenbiindels, welche nach der Gleichung (27) toh dem zweiten 
Medium gar nicht abhtogt. Von der Bescbaffeubeit des ersten 
Mediums ist aber der Wert jenes Verh&Itnisses abhSugig^ in- 
sofern als nacb (42) nicbt die Or56e ^, sondem die 6r5Be q*Sy 
eine universelle Funktion der Temperatur und der Schwingungs- 
zahl ist. G. EiBOHHOFF hat den Beweis seines Satzes nur unter 
der Voraussetzung gefìihrt^ daB im ersten Medium weder 
Absorption nocb Zerstreuung der Strahlung stattfindet Das- 
selbe gilt Ton dem neueren sehr vereinfachten Beweise von 
E. Pbingsheim.^ 

§ 45. Wenn speziell das zweite Medium ein schwarzer 
E5rper ist (§ 10), so absorbiert es die ganze auffallende Strahlung. 
Daber ist dann J^ = J, A = 1 und E = I, d.h. das Emissions- 
vermdgen eines schwarzen Eòrpers ist von seiner 
Beschaffenheit unabhàngig. Es ist groBer als das 
Emissionsyerm5gen irgend eines anderen Kdrpers von 
derselben Temperatur, und direkt gleich der Intensitàt 
der Strahlung im angrenzenden Medium. 

§ 46. Wir fQgen hier, ohne nàheren Beweis, noch einen 
allgemeinen Reziprozitàtssatz an, der sich dem am Schlufi des 
§ 43 ausgesprochenen eng anschlieBt, und der folgendermaBen 
lautet: Beim thermodynamischen Gleichgewicht be- 
liebiger emittierender und absorbierender Edrper ist 
derjenige Teil der von einem Eorper A emittierten 
Energie einer bestimmten Farbe, welcher von irgend 
einem anderen Eorper B absorbiert wird, gleich dem- 
jenigen Teile der von B emittierten Energie derselben 
Parbe, welcher von A absorbiert wird. Bedenkt man, daB 
jeder emittierte Energiebetrag eine Verminderung der Eorper- 
w&rme, jeder absorbierte Energiebetrag eine Vermehrung der 



* £. PltiNOSRsix, Verhandlungcn der Deutschen PhysìkaliBchen Gesell- 
schaft, 3, p. 81, 1901. 
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E5rperw&nne bedingt, so erhellt darans, dafi beim thermo- 
djnamischen Gleichgewicht je zwei beliebig heraosgegriffene 
Kòrper (odor Kòrperelemente) yermitteldt der Strahlong gegen- 
seitìg gleichviel Eórperw&rme austauschen. Dabei ist natUrlich 
wohl za unterscheiden zwischen der emittierten Strahlong und 
der gesamten Strahlnng» die von einem E5rper za einem anderen 
hingelangt. 

§ 47. Das flir die Gro6e (42) gtUtige Gesetz làBt sich aach 
noch in einer anderen Form aussprechen, wenn man stati der 
speziiischen Strahlangsintensitàt ^ die rS^umliche Dichte u, der 
monochromatischen Strahlang aas (24) einfìihrt Man erh&lt 
dann den Satz, daB bei der Strahlang im thermodynamischen 
Gleichgewicht die Grdfié: 

(49) u, q^ 

eine filr alle Sabstanzen identische Fanktion der Temperatur T 
and der Schwingangszahl p ist.^ Eine anschaalichere Form gè- 
winnt dieser Satz noch, wenn man bedenkt, daS aach die Grofie 

(50) yxrdp'^ 

eine aniverselle Fanktion von T, v and dv ist^ and daB das 
Prodakt u^ dv nach (22) die ràamliche Strahlangsdichte derjenigen 
Strahlang ist, deren Schwingangszahl zwischen v and v + dv 

liegt, w&hrend der Qaotient — die Wellenlànge eines Strahles 

Ton der Schwingangszahl v in dem betrachteten Mediam dar- 
stelli Dann erhSlt der Satz folgende einfache Fassang: Beim 
thermodynamischen Gleichgewicht beliebiger Eorper 
ist die in dem Eabas einer Wellenlànge enthaltene 
Energie der monochromatischen Strahlang fttr eine be- 
stimmte Schwingangszahl in alien Edrpern die nàm- 
liche. 

§ 48. Wir woUen schlieSlich noch aaf den bisher anbe- 
rUcksichtigt gebliebenen Fall der diathermanen Medien(§ 12) 
eingehen. Im § 27 sahen wir^ daB in einem von einer adiaba- 
tischen HtìUe amschlossenen Mediam, welches ftir eine bestimmte 



^ Bei der Anwendong auf stark dispergierende Sabstanzen ist za 
beachten, daB in diesem Satze die Identitftt der Gr56e q in (24) und der 
GrOBe q in (37) voransgesetzt ist 
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Farbe diatherman ist, bei jeder beliebigen Strahlangsintensit&t 
dieser Farbe thermodynamisches Gleicbgewicht bestehen kann, 
daB aber nnter alien mdglichen Strahlungsintensit&ten eine be- 
stimmte, dem absoluten Maximum der Gesamtentropie des 
Systems entsprechende, ezistieren mufi, welche das absolut 
stabile Strahlungsgleiohgewicht bezeichnet In der Tat nimmt 
in der Gleichnng (27) die Strahlongsintensit&t ft, flir or,, » und 

e, r= den Wert — an, und kann daher aus dieser Gleiohung 

nicht berechnet werden. Aber man sieht auch sogleich welter, 
daB die n5tige ErgSnzung zu dieser Unbestimmtheit geliefert 
wird Yon der Gleichung (41), welche besagt, daB beim thermo- 
dynamisohen Oleichgewicht das Produkt q^^ fUr alle Snbstanzen 
den nftmlichen Wert besitzt Daraus ergibt sich unmittelbar 
auch f&r jedes diathermane Medium ein bestimmter Wert yon 
&,j der hierdurch Yor alien anderen Werten ausgezeichnet ist 
Die physikalische Bedeutung dieses Wertes erkennt man eben- 
fialls unmittelbar aus der Betrachtung des Weges, auf dem jene 
Gleichung hergeleitet wurde: es ist diejenige Strahlungsintensitàt, 
welche in dem diathermanen Medium besteht, wenn es sich bei 
der BerOhrung mit einem beliebig absorbierenden und emit- 
tierenden Medium im thermodynamischen Gleichgewicht befindet 
Auf das Volumen und die Form des zweiten Mediums kommt 
es dabei gar nicht an; insbesondere kann das Volumen beliebig 
klein genommen werden. Somit làBt sich folgender Satz aus- 
sprechen: Obwohl in einem diathermanen Medium Ton vom- 
herein bei jeder beliebigen Strahlungsintensit&t thermodyna- 
ndsches Gleichgewicht bestehen kann, so gibt es doch in 
jedem diathermanen Medium flir eine bestimmte 
Schwingungszahl bei einer bestimmten Temperatur 
eine durch die universelle Funktion (42) bestimmte 
Strahlungsintensit&t, welche insofern die stabile zu 
nennen ist, als sie sich immer dann einstellt, wenn 
das Medium sich mit einer beliebigen emittierenden 
und absorbierenden Substanz im stationàren Strah- 
lungsaustausch befindet. 

§ 49. Nach dem im § 45 ausgesprochenen Satze ist bei 
der stabilen W&rmestrahlung in einem diathermanen Medium 
die Intensitàt eines StrahlenbtLndels gleich dem Emissionsver- 
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mdgen E eines an das Mediam grenzenden schwarzen Kdrpers. 
Hierauf beroht die Mòglichkeit, das Emissionsvermógen eines 
schwarzen E5rpers za messen, da es doch absolut schwarze 
E5rper in der Natur nicht gibt^ Man stelli einen Ton stark 
emittìerenden W&nden' begrenzten diathermanen Hohlraum ber, 
and erhUt die W&nde aaf einer bestimmten konstanten Tem- 
peratar T. Dann nimmt die Strahlang in dem Hohlraam za- 
gleich mit dem Eintritt des tbermodynamischen Gleichgewicbts- 
zastandes flir jede Schwingangszahl v die aas der aniversellen 
B\inktion (42) darcb die Fortpflanzungsgeschwindigkeit q des 
diathermanen Mediams bedingte Intensit&t an. Von jedem 
FlSLchenelement einer Wand geht dann eine Strahlang in den 
Hohlraum, die ebenso beschaffen ist, ale ob die Wand ein 
schwarzer KSrper von der Temperatar T wftre. Was den von 
den W&nden wirklich emittierten Strahlen im Vergleich mit der 
Emission eines schwarzen Edrpers an Intensitat noch fehlt, wird 
ersetzt darch solche Strahlen^ die auf die Wand aaffallen and 
dori zariickgeworfen werden. Ebenso wird jedes Flàchenelement 
einer Wand von der namlichen Strahlang getroffen. 

Bohrt man nun in eine der Wànde ein Loch von der 
GròBe dff, welches so klein ist, daB dadarch die Intensitat der 
aaf das Loch za gerichteten Strahlang nicht getodert wird, so 
dringt darch das Loch nach aaBen^ wo sich das nSmliche 
diathermane Mediam befinden mòge wie im Innem, eine Strahlang, 
die genaa die n&mlichen Eìgenschaften besitzt, als ob é^tr die 
Oberflftche eines schwarzen Eòrpers wàre, and dieso Strahlang 
kann ftìr jede Farbe zagleich mit der Temperatar T gemessen 
werden. 

§ 50. Alle im vorstehenden fiir diathermane Medien ab- 
geleiteten Sàtze gelten zanàchst fUr eine bestimmte Schwingangs- 
zahl, wobei za bedenken ist, daB eine Substanz fùr eine Farbe 
diatherman, filr eine andere adiatherman sein kann. Daher ist 
im tbermodynamischen Gleichgewichtszastand eines rings von 
absolut reflektierenden W&nden umschlossenen Mediams die 
Strahlung flir alle Farben, fiir welche das Medium einen end- 
lichen Àbsorptionskoeffizienten besitzt, immer die der Temperatar 

» W. WiEN und 0. LuMMEB, WiBD. Ann. 56, p. 451, 1895. 
' Die Stftrke der Emission beeinfluBt nnr die Zeit bis zar Herstellang 
der stationttren Strahlung, nicht aber deren Charakter. 
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dea Mediams entsprechende stabile, diirch die Emission eines 
Bcbwarzen Kdrpers dargestellte and daher auch kurz als y,8chwarz'« 
bezeichnete^; dagegen ist die Strahlungsintensit&t ftir alleFarben, 
beziiglicb derer das Medium diatherman ist, nur dann notwendig 
die stabile, scbwarze, wenn das Medium sich mit eine absor- 
bierenden Substanz in station&rem Strahliingsaastansch befindet. 
Von Medien, die fOr alle Strahlenarten diatherman sind, 
existiert nur ein einziges: das absolute Vakuum, welcbes aller- 
dings in der Natur nur annàhemd herzustellen ist Doch be- 
sitzen auch die Gase, z. B. die atmospharische Luft, bei nioht 
zu groBer Dichtigkeit und ftir nicht zu kurze Wellen, mit grofier, 
in den meisten Fàllen praktisch vollkommen hinreichender An- 
n&herung die optischen Eligenschaften des Vakuums. Insofem 
dies der Fall ist, kann die Fortpflanzungsgeschwindigeit q ftir 
alle Schwingungszahlen als die gleiche: 

c = 3.10i«-^ (51) 

angenommen werden. 

§ 51. In einem von total reflektierenden W&nden um- 
schlossenen Vakuum kann daher von vornherein jeder beliebige 
Strahlungszustand stationàr sein. Sobald man aber in das 
Vakuum eine beliebig kleine Menge einer ponderablen Substanz 
hineinbringt^ so stellt sich mit der Zeit ein station&rer Strahlungs- 
zustand ber, in welchem die Strahlung einer jeden Farbe, die 
Yon der Substanz in merklichem Betrage absorbiert wird, die 
der Temperatur der Substanz entsprechende, durch die uni- 
Yerselle Funktion (42) ìXlx q^ e bestimmte Intensitàt ^^ besitzt, 
w&hrend die Strahlungsintensitàt der librigen Farben unbestimmt 
bleibt Ist die eingebrachte Substanz far keine Farbe diatherman, 
z. B. ein beliebig kleines StUckchen Eohle, so besteht beim 
stationS.ren Strahlungszustand im ganzen Vakuum fiir alle Farben 
die der Temperatur der Substanz entsprechende Intensit&t ^^ 
der schwarzen Strahlang. Die Grofie ^y als Funktion Ton v be- 
trachtet ergibt die spektrale Verteilung der schwarzen Strahlung 
im Vakuum oder das sogenannte normale Energiespektrum, 
welcbes ausschlieBlich Ton der Temperatur abhSjigt Im Normal- 
spektrum, als dem Spektrum der Emission eines schwarzen 

^ M. Thibsbn, VerhandluDgen der Deutschen Physikalischen Gesell- 
Bcbaft, 2, p. 65, 1900. 
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Eòrpers, ist die Strahlungsintensitat einer jeden Farbe die groBte, 
welche ein Korper bei der betreffenden Temperatur ùberhaapt 
emittieren kann. 

§ 53. Man kann also eine ganz beliebige Strahlung, die 
anfangs in dem betrachteten evakoierten flohb'aame mit total 
reflektierenden Wànden herrscht^ durch Einbringang eines 
winzigen Eohlest&ubchens in schwarze Strahlong verwandeln. 
Gharakteristisch ftir diesen Vorgang ist der Umstand, daS die 
E5rperw&rme dea Eohlestànbchens beliebig klein sein kann gegen 
die Strahlungsenergie, die in dem beliebig grofi za nehmenden 
Hohlraume vorhanden ist, und daB daher in diesem Falle nach dem 
Prìnzip der Erhaltung der Energie die gesamte Strahlungsenergie 
auch bei der eintretenden Umwandlung wesentlich konstant bleibt, 
da die Ànderungen der Eòrperwàrme des Stàubchens selbst bei 
endlichen Temperaturànderungen desselben gar nicht in Betracht 
kommen. Das Eohlestàubchen spielt dann lediglich die Bolle 
einer ausldsenden Wirkung, indem es den AnstoB dazu gibt, 
daB in der urspriinglich vorhandenen Strahlung die Intensit&ten 
der yerschieden gerichteten, verschieden polarisierten Strahlen- 
blindel der verschiedenen Schwingungszablen sich auf gegen- 
seitige Eosten veràndern, entsprechend dem Ùbergang des 
Systems aus einem minder stabilen in einen stabileren Strahlangs- 
zustand, oder aus einem Zustand kleinerer in einen Zustand 
gròBerer Entropie. Vom tbermodynamischen Standpunkt aus 
ist dieser Vorgang ganz analog der Verwandlung^ die in einem 
Quantum Enallgas durch einen minimalen Funken, oder die in 
einem Quantum libersMtigten Dampfes durch ein winziges Fltissig- 
keitstrSpfchen hervorgerufen wird; denn auf die Zeit kommt es 
hier nicht an. In alien diesen Fàllen ist die GròBe der Storung 
eine minimale und steht in gar keiner Beziehung zu der GròBe 
der an der Verwandlung beteiligten Energiemengen, so daB man 
bei der Anwendung der beiden Hauptsàtze der Thermodynamik 
die Ursache der Gleichgewichtsstorung: das Eohlestàubchen, 
den Funken, das Trdpfchen gar nicht zu beriicksichtigen braucht. 
Es handelt sich jedesmal um den Ùbergang eines Systems aus 
einem mehr oder minder labilen in einen stabileren Zustand, 
wobei nach dem ersten Hauptsatz die Energie des Systems 
konstant bleibt und nach dem zweiten Hauptsatz die Entropie 
des Systems znnimmt. 



Zweiter Abschnitt 

Folgerungen aus der Elektrodynamik 
und der Thermodynamik. 

Erstes Kapitel. Maxwellscher Strahlungsdruck. 

§ 53. W&hrend wir im yorigen Abschnitt fìlr die Dar- 
stellong der StrahlungavorgàDge lediglich die aus der elementaren 
Optik bekannteii, im § 2 zasammengefaSten Sàtze benutzt haben, 
welcbe alien optischen Theorien gemeinsam sind, woUen wir Ton 
jetzt an die elektromagnetische Theorie des Lichtes benutzen, 
und beginnen damiti indem wir eine Folgerung ableiten, welcbe 
dieser Theorie eigentlimlich ist. Wir woUen nàmlich die Gròfie 
der mechanischen Eraft berechnen, welcbe ein im Vakaum fort- 
schreitender Licbt- oder Wàrmestrahl beim Auftreffen auf eine 
nihend gedachte spiegelnde (§ 10) Fl&cbe ausllbt 

Zu diesem Zwecke stellen wir zunàchst die aUgemeinen 
MAXWEUiSchen Gleicbungen fiir einen elektromagnetischen Vor- 
gang im Vakuum auf. Sie lauten, wenn der Vektor (£ die 
6lektrische FeldstlUrke (Intensit&t des elektriscben Feldes) im 
elektriscben MaBe, der Vektor ^ die magnetiscbe FeldstSxke 
im magnetischen MaBe bedeutet, in der abgekiirzten Bezeichnong 
der Vektorrechnung: 

é = ccQrl^ è = — ccurl® \ 

div® = div©==0. j ^^'^^ 

Wer mit den bier benutzten Symbolen nicht vertraut ist^ kann 
eich deren Bedeutung leicht aus den folgenden Gleicbungen (58) 
r&ckwàrts ergànzen. 

§ 54. Um zu dem Fall einer ebenen beliebig gericbteten 
Welle Uberzugeben^ setzen wir voraus, daB alle Zustandsgrdfien 
aufier von der Zeit t nur von einer einzigen der drei Koordi« 
naten x', y', %' eines ortbogonalen recbtsb&ndigen Eoordinaten- 

Plaxck, Wlnuestrahlong. 4 
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systems abh&ngen, z. 
GleichuDgen (52) aaf: 



B. von x'. Dann reduzieren sicb die 



(53) 



d^ 



dt 


= 


a«.' 
-" a*' 


affi., 
di 


= 


a»,, 

" dx' 




^ 






dx' 



et 
di 
et 

dx' 



= 



== e 



dx' 






= 



dx' 



Hieraus ergibt sich als allgemeiDster Ausdruck fur eine ebeue^ 
in der Richtung der positiven 2;'-Àcbse im Vakuum fori- 
schreitende Welle: 



(54) 



e^ = ^^ = 



Ihaaim 
x<o. 



wo f und g zwei beliebige Funktionen eines einzigen Arguments 

vorstellen. 

§ 55. Nun treffe diese 
Welle auf eine spiegelnde 
Flache, z. B. auf die Ober- 
fiàche eines absoluten Leiters^ 
d. h. einer Substanz (Melali) 
Yon unendlich grofier Leìtungs- 
fahigkeit. In einem solchen 
Leiter bewirkt schon eine un- 
endlich kleine elektrische Feld- 
stSLrke einenendlichenLeitungs- 
strom; daher ist in ihr die 
elektrische Feldst&rke @ stets 
und liberali unendlich klein. 
Der Einfachheit halber setzen 
wir auSerdem den Leiter als 
nnmagnetisierbar voraus, d. h. 
wir nehmen die magnetische Induktion SB in ihm gleich der 
magnetischen FeldstSLrke ^ an, wie im Vakuum. 




Fig. 4. 
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Legeo wir die x-Acbse dee rechtsh&iidigen Eoordinaten- 
systems {x, y, z) in die nach dem Innem dea Leiters gerichtete 
Normale seiner Oberflàche, so ist die ìc-Achse das Einfallslot 
Die {x'j/yEibene legen wir in die Einfallsebene und machen sie 
zar Bildebene (Fig. 4). Femer konnen wir, ohne die Allgemein- 
heit za beschr&nken, aacb die y-Achse in die Bildebene legen, 
so daB die ;t>Achse mit der ^'-Achse zasammenfàllt (in der 
Figor Yom Bilde zum Bescbaaer gerichtet). Der beiden Eoordi- 
natensystemen gemeinsame Anfangspankt liege in der Ober- 
flàche. Ist endlicb & der Einfallswinkel, so sind die gestrichenen 
und die angestricbenen Eoordinaten darch die folgenden Glei- 
x^hungen miteinander verknlipft: 

X =z x' cos 1^ — y' sin i9 aj' = a? cos ??• + y sin i5^ 

y = a' sin & + y' cos & y' = — a; sin ^ 4- y cos i?- 

Ganz dieselben Transformatìonsgleichnngen gelten, wenn man 
die Eoordinaten durch die Eomponenten der elektriscben oder 
der magnetischen Feldstàrke in beiden Eoordinatensystemen er- 
setzt Dadarcb erhalten wir f&r die Eomponenten der elektriscben 
and der magnetischen Feldstàrke der einfallenden Welle in bezag 
auf das angestrìchene Eoordinatensystem nach (54) die Werte: 

@jp ==— sini^-/" ^^ = sin*«^ 

®y = cosi9'./' $y = — cosi?-*^ (55) 

^,^9 ^. = /', 

wo in die Fanktionen f und g das Argument 

eingesetzt zu denken ist. 

§ 56. In der Grenzflàcbe der beiden Medien ist a; = 0. Fiir 
diesen Wert mlissen also nach den allgemeinen elektromagnetischen 
Grenzbedingangen die in die Grenzflàcbe fallenden Eomponenten 
der Feldstarken, d. h. bier die vier GròBen g^, (S^ $y, $, auf beiden 
Seiten der Grenzflàcbe einander gleich sein. Nun ist im Leiter 
nach der oben gemachten Voraussetzung die elektrìsche Feld- 
stàrke @ unendlich klein; folglich mùssen (S^ und @^ auch im 
Vakuum fur a; = verschwinden. Dieso Bedingung kann nur 
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erftOlt werden^ wenn man im Vakumn auBer der einfallenden 

noch eine reflektierte Welle anoimmt, die sìch der einfiEdlenden 

Welle superponiert, und zwar in der Weise, daB die in die y- 

und ^-Bichtung fallenden elektrischen Feldkomponenten der 

beiden Wellen sich in alien Pnnkten der Grenzflàche in jedem 

Augenblick gegenseitig gerade aufheben. Hierdurch und durch 

die Bedingung, dafi die reflektierte Welle eine ebene ist und 

sich nach rtickw&rts in das Innere des Vakuums hinein fort- 

pflanzt^ sind auch die ùbrigen vier Eomponenten der reflektierten 

Welle Yollkommen bestimmt; eie sind alle Funktionen des einen 

Arguments: 

ff.„. — XCOB& -h y sin & 

Die Ausfilhrung der Bechnung ergibt als Eomponenten des 
gesamten durch die Superposition der beiden Wellen im Yakuum 
gebildeten elektromagnetischen Feldes fùr die Punkte der Grenz- 
flllche [x = 0) die AusdrtLcke: 

e^ = — sin i?--/*— sin i9-./* = -. 2 sin !?••/■ 
ffiy = cos*'/"— cos !?•./•== 

^^ = sin tS^ -^ — sin i?" '^ = 

^^ = — cos !?• '^ — cos i?- .^ = — 2 cos * -^ 

wo nach (56) und (57) in die Funktionen f und g liberali das 

Argument: 

^ yaind- 
e 
eingesetzt zu denken ist. 

Mit Hilfe dieser Werte ergibt sich dann auch die elek- 
trische und die magnetische Feldstarke innerhalb des Leiters 
unmittelbar an der Grenzflàche x — 0: 

(59) l ffiy = $, =-2co8i9--i^ 

WO wieder in die Funktionen f und g das Argument t — ^^^^ — 
eingesetzt zu denken ist Denn die Eomponenten von @ ver- 



(58) 
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schwinden im absoluten Leiter alle, iind die Komponenten ^^ 
$y» ^K ^^ ^^ d^^ Orenzfl&che alle stetig: die letzten beiden 
als tangentielle Komponenten der Feldst&rke, die erste als 
Normalkomponente der magnetischen Indnktion 8 (§ 55), welche 
ebenfalls durch jede 6renzfi&che stetig hindurchgeht 

Dagegen ist, wie man sieht, die Normalkomponente der 
elektrischen Feldst&rke: S^ nnstetig; ìhr Spning ergibt das 
Vorhandensein einer elektrischen Ladong an der Grenzfl&che, 
deren Flàchendichte nach Gr5Be und Vorzeichen betràgt: 

-T^-28Ìni9--/'=:--^8Ìnt?--/'. (60) 

Im Innem des Leiters, in endlicher Entfernnng von der Grenz- 
fl&cbe, d. h. f&r a; > 0, sind alle sechs Feldkomponenten un- 
endlich klein. Daher fallen die fiir x ^ endlichen Werte 
Yon $y und Ip, mit waohsendem x unendlich scimeli gegen 
Nuli ab. 

§ 57. Durch das im Vakuum vorhandene elektromagnetische 
Feld wird eine gewisse mechanische Eraft auf die Leitersubstanz 
ausgetìbty deren Eomponente normal zur Oberfl&che wir berechnen 
woUen. Diesel be ist teils elektrischen^ teils magnetischen Tir- 
sprungs. Betrachten wir zun&chst die erstere: gf^. Da die an 
der Leiteroberfl&che befindliche elektrische Ladung sich in 
einem elektrischen Felde befindet, so wirkt auf sie eine mecha- 
nische Eraft, die gleich ist dem Produkt der Ladung und der 
Feldst&rke. Da aber die Feldst&rke unstetig ist, n&mlich auf der 
Seite des Vakuums: —2 sin ??*•/', auf der Seite des Leiters: 0, 
so erh&lt man die GbrdBe der auf das Fl&chenelement da der 
Oberfl&che des Leiters wirkenden mechanischen Ejraft gf^ nach 
einem bekannten Satz der Elektrostatik durch Multiplikation 
der in (60) berechneten elektrischen Ladung des Fl&chenelements 
mit dem arithmetischen Mittel der elektrischen Feldst&rke auf 
beiden SeiteA, mithin: 

Diese Eraft wirkt in der Richtung nach dem Vakuum zu, &ufiert 
sich also als Zug. 

^ 58. Jetzt berechnen wir die mechanische Eraft magne- 
tischen Ursprungs: gf^. Im Innern der Leitersubstanz ilieBen 
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gewisse LeitaDg88tr5me, deren Intensitat und Bichtnng dardi 
den Vektor S der Stromdichte: 

(61) 3 «_^. curi© 

bcstimmt ist. Nun wìrkt auf jedes von eìnem Leitungsstrom 
durchflossene Raumelement dr des Leiters eìne mechanische 
Eraft, die gegeben ist durch das Vektorprodukt: 

(62) 4'--t3,i&]. 

Die Komponente dieser Kraft normal zur Leiteroberflàche 
{z =5 0) ist daher: 

und wenn man die Werte von S^ und 3, s»^ (61) einsetzt: 

'4n \^'\dx dx) ^y[dx dy )\' 

Die in diesem ^ Ausdruck vorkommenden Dififerentialquotienten 
nach y und nach x sind nach der Bemerkung am SchluB von 
§ 56 gegen die nach x verschwindend klein; daher reduzieii er 
sich auf: 



dT (a, ^^H ,c^ à^, \ 



Wir betrachten nun einen aus dem Leiter ausgeschnitteneu, auf 
seiner Oberfl&che senkrechten Zylinder mit dem Querschnitt d a, 
der von 25 = bis re = oo reicht Die gesamte auf diesen Zylinder 
in der Richtung der a>Achse wirkende mechanische Kraft magne- 
tischen Ursprungs ist dann^ àa^ dr = da-dz: 



und durch Integration, da fìir a; = oo © verschwindet: 
oder nach den Oleichungen (59): 

Durch Addition von g^ und g^ ergibt sich die ganze auf 
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den betrachteten Zylinder in der BichtuDg der x-Acbse wirkende 
mechanische Eraft: 

3=-2-f C0B«i?(/^4-i7«), (63) 

welche sich als ein in normaler Richtong anf die OberilSlche 
des Leiters nach dem Innern desselben wirkender Drack S^uBert, 
der als „MAXWELLscher Strahlungadruck" bezeichnet wird. Die 
Existenz and aach die Gr5fie des Strahlangsdruckes warde zaerst 
Yon P. Lebedew^ durch subtile Messungen mit dem Radiometer 
als mit der Theorie Ubereinstimmend gefunden. 

§ 59. Wir woUen den Strahlungsdruck in Beziehung brìngen 
za der aaf das Oberfl&chenelement d<T des Leiters im Zeit- 
element dt aafFallenden Strahlangsenergie Idi. Dieselbe betràgt 
nach dem PoYNTiNGschen Energiestrdmangsgesetz: 

Idt^ ^"-{(S,j^,-®,^y)d(Tdt, 
also nach (55): 

Idt=^-—cos/)'(f^ + g^d<T dt. 

4 TI ^ ' 

Durch Vergleich mit (63) ergibt sich: 

^ 2Q0B& j .«.. 

3 = ^ ^' (64) 

Hieraas berechnen wir endlich den gesamten Drack p, 
d. h. diejenige mechanische Kraft, welche eine beliebige, aus 
dem Vakuum kommende, den Leiter treffende and von ihm 
YoUst&ndig reiiektierte Strahlang aaf die Oberflàcheneinheit des 
Leiters in normaler Richtung aasilbt Die Energie, welche 
innerhalb des Elementarkegels: 

diì= sind' d& d(p 

in der Zeit di aaf das Fliichenelement dtr gestrahlt wird, be- 
tràgt uach (6): 

Idi == KcoBd-'dfìdcdt, 

wo K die speziiìsche Intensitàt der Strahlang in der Richtang 
von diì aaf den Spiegel za bedeatet Dies in (64) eingesetzt 
und ilber dS2 integriert, ergibt fiir den Gesamtdrack aller aaf 
die Oberiiache fallender and dort reflektierter StrahlenbUndel: 



* P. Lbbbdbw, Dbcdes Ann. 6, p. 133, 1901. Vgl. ferner: E. F. Nicuols 
undG. P. HuLL, Dbudes Ann. 12, p. 225, 1903. 
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(65) p«y r^C08**di2, 

wo die Integration in bezug auf q> von bis 2 ;r, in bezug 

auf i9 Yon bis ^ auszufiihren ist 

Wenn speziell K von der Bichtung nnabh&ngig ist, wie bei 
der schwarzen Strahlnng, so erbàlt man fbr den Drack derselben: 

4nK 



p = ^fd (p .fd & C08* i9- sin ^ = 



Se 



oder, wenn statt K die ràumlicbe Strahlungsdichte u aus (21) 
eingef&hrt wird: 

(66) ;»="• 



Dieser Wert des Strahlungsdrackes gilt zonachst nur f&r 
den Fall, dafi die Beflexion der Strahlung an der Oberfl&che 
eines absoluten unmagnetisierbaren Leiters erfolgt, und wir 
werden ihn daher bei den thermodynamischen Dednktionen im 
n&chsten Eapitel auch nur ftir diesen Fall benutzen. Indessen 
wird sich sp&ter (§ 66) zeigen^ daS die Gleichung (66) den Druck 
der gleichm&fiigen Strahlung auch gegen eine ganz beliebige 
Yollst&ndig reflektierende Flàche ergibt, gleichgUltig ob sie regel- 
màBig oder diffus reflektiert 

§ 60. Angesichts der ùberaus einfachen und nahen Be- 
ziehung zwischen dem Strahlungsdrucke und der Strahlungs- 
energie k5nnte man die Frage aufwerfen, ob diese Beziehung 
wirklich eine spezielle Folgerung der elektromagnetischen Theorie 
ist^ oder ob sie sich Tielleicht auch auf allgemeinere energetische 
bezw. thermodynamische Uberlegungen grUnden IftBt Um diese 
Frage zu entscheiden, wollen wir denjenigen Strahlungsdruck 
berechnen, der sich aus der Newton schen Emanationstheorie 
des Lichtes ergeben wUrde, welche Theorie ja mit dem Energie- 
prinzip an sich wohl vertrSglich ist. Nach ihr ist die durch 
einen im Vakuum fortschreitenden Lichtstrahl einer Fl&che zu- 
gestrahlte Energie gleich der lebendigen Eraft der auf die 
Fl&che tre£fenden Lichtpartikel, die sich alle mit der konstanten 
Geschwindigkeit e bewegen. Die Abnahme der Intensitat der 
Energiestrahlung mit der Entfemung erklàrt sich dann einfach 
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àus der Abnahme der ràumlichen Verteilungsdichte der Licht- 
partikel. 

Nennen wir also n die Ànzahl der in der Volumeneinlieit 
enthaltenen Lichtpartikel, m die Masse einer Partikeli so ist 
zanftchst ftir ein paralleles Lichtbtlndel die Zahl der in der 
Zeiteinheit auf das Element da einer spiegelnden Oberfl&che 
unter dem Einfallswinkel & treffenden Partikel: 



n'C'COS&*d(T 


(67) 


und ihre lebendige Kraft: 




1= nccos& da • ^^ = nmcos& ' ^ ' da , 


(68) 



Um andererseits den Normaldrnck dieser Partikel auf die 
Oberflàche zu bestìmmen^ beachten wir, daB die Normal- 
kompoDÌente der Geschwindigkeit c-cos^ einer jeden Partikel 
bei der Beflexion in die entgegengesetzte verwandelt wird. Daher 
wird dieNormalkomponente derBewegung8gr5Be(Iinpulskoordinate) 
einer jeden Partikel bei der Reflexion um — 2 m e • cos ??• ge- 
àndert Dies ergibt ftlr alle betrachteten Partikel nach (67) die 
Ànderung der BewegungsgrSBe: 

— 2nm cos^&'C^da. (69) 

Ist nun der spiegelnde Kòrper in der Richtung der Spiegel- 
normalen frei beweglich, und es wirkt auBer dem StoBe der 
Lichtpartikel keine Eraft auf ihn, so wird er durch die StoBe 
in Bewegung gesetzt werden, und zwar nach dem Gesetz von 
Wirkung und Gegenwirkung in der Weise, daB die Bewegungs- 
gróBe, welche er in einem gewissen Zeitinterrall annimmti gleich 
und entgegengesetzt ist der Ànderung der BewegungsgróBen 
aller in demselben Zeitintervall an ihm reflektierten Lichtpartikel. 
L&Bt man aber noch eine besondere konstante Kraft von auBen 
auf den Spiegel wirken, so kommt zu der BewegungsgroBen- 
anderung noch die von dieser Kraft gelieferte BewegungsgróBe 
hinzu, welche gleich ist dem Impuls der Kraft, d. h. dem Produkt 
der Kraft mal dem betrachteten Zeitintervall. 

Daher wird der Spiegel dauemd in Ruhe bleiben, wenn 
die konstante von auBen auf ihn wirkende Kraft so gewàhlt 
wird, da£ ihr Impuls fUr irgend eine Zeit gerade gleich ist der 
in derselben Zeit eintretenden Ànderung der BewegungsgroBen 
der an dem Spiegel reflektierten Partikel, und daraus folgt, daB 
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die Eraft 9 selbst, welcho die Partikel durch ihren Ànprall 
gegen das Flàchenelement da ausllben, gleich und entgegen- 
gesetzt ist der Àndenmg ihrer BewegangsgròBe fìir die Zeit- 
einheit^ wie aie durch (69) ausgedrttckt ist, nàmlich: 

g = 2nmco%^&'C^da 

und mit Benutzung von (68): 

cv 4 cos ^ j 

• 

Vergleicht man diese Beziehung mit der Gleichung (64), in 
welcher alle Zeichen die nàmliche pfaysikalische Bedeutung 
haben, so erkennt man, daB der NEWTONSche Strahlungsdruck 
doppelt so groB ist als der Maxwell sche bei gleicher Energie- 
strahluDg, und daraus folgt mit Notwendigkeit, daB die GroSe 
des MAXWELLSchen Strahlungsdruckes nicht aus allgemeinen 
energetischen Ùberlegungen abgeleitet werden kann, sondern 
daB sie der elektromagnetischen Theorie eigentflmlich ist. Daher 
sind auch alle aus dem MAxwELLschen Strahlungsdrucke ab- 
geleiteten Folgerungen als Folgerungen der elektromagnetischen 
Lichttheorie, und alle Bestàtigangen derselben als Bestatigungen 
dieser speziellen Theorie anzusehen. 



Zweites Kapitel. Stefan-Boitzmannsches Strahiungsgesetz. 

§ 61. Wir denken uns im folgenden einen vollstàndig 
evakuierten Hohlzylinder mit einem absolut dicht schlieBenden, 
in vertikaler Richtung ohne Reibung frei beweglichen Eolben. 
E^ Teil der Wandung des Zylinders, etwa der feste Bodeu, 
bestehe aus einem schwarzen E5rper, dessen Temperatur T 
wiUktirlich von auBen reguliert werden kann. Die fibrige Wand, 
auch die innere Eolbenfi&che, sei voUstàndig reflektierend. Dann 
wird, bei ruhendem Eolben und bei konstant gehaltener Tem- 
peratur T, die Strahlung im Vakuum nach einiger Zeit den 
Charakter der schwarzen, nach alien Richtungen gleichm&Bigen 
Strahlung (§ 50) annehmen, deren spezifische Intensit&t K und 
ràumliche Dichte u nur von der Temperatur T abh&ngt, ins- 
besondere auch unabhSlngig ist von dem Volumen Fdes Vakuums, 
also von der Stellung des Eolbens. 
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Bewegt man nun den Eolben nach unten, so wird die 
Strahlung auf einen kleineren Raum zusammengedr&Dgt, bewegt 
man ihn nach oben, so dehnt sie sich auf einen gr5Beren Baum 
aus. Oleichzeitig kann man auch die Temperatur T des schwarzen 
Bodenkorpers durch Zuleitung oder Àbleitang àafierer Wàrme 
willklirlich veràndern. Dadurch treten jedesmal gewisse Stdrungen 
des statioDàren Zustandes ein; es l&Bt sich aber darch gehdrige 
VerlangsamuDg der willkiirlich vorgenommenen Ànderungen von 
V und T immer erreichen, daB die Abweichungen von den Be- 
dinguDgen des stationSa*en Zustandes beliebig klein bleiben, und 
daB man daher, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, den 
Strahlungszustand im Vakuum immer als einen thermodynami- 
schen GleichgewichtszustaDd betrachten kann, ganz ahnlich, wie es 
in der Thermodynamik ponderabler Substanzen bei sogenannten 
unendlìch langsamen Prozessen geschieht, in denen die jeweiligen 
Abweichungen>om Oleicbgewichtszustand zu vemachl&ssigen sind 
gegenilber den Ànderungen, die das behandelte System schliefi- 
lich durch den ganzen ProzeB erleidet. 

Hàlt man z. B. die Temperatur T des schwarzen Boden- 
kdrpers konstant, was durch geeignete Verbinduug desselben 
mit einem Wàrmereservoir von groBer Eapazitàt geschehen kann, 
so wird bei Hebung des Eolbens der schwarze Korper so lange 
stàrker emittieren als absorbieren, bis der neu geschaffene Raum 
mit der nàmlichen Strahlungsdichte wie frflher augofUlIt ist. 
Umgekehrt wird bei Senkung des Kolbens der schwarze Eòrper 
die tìberschùssige Strahlung absorbieren, bis wieder die ursprùng- 
liche, der Temperatur T entsprechende Strahlung hergestellt ist 
Ebenso wird bei Erh5hung der Temperatur T des schwarzen 
EOrpers, die durch Wàrmezuleituug aus einem um ein àuBerst 
Geringes w&rmeren Beservoir bewirkt werden kann^ die Strah- 
lungsdichte im Vakuum durch Mebremission entsprechend er- 
hòht werden, usw. Zur gròBeren Beschleuniguug der Herstellung 
des StrahluDgsgleichgewichtes kann man den reflektierenden 
Mantel des Hohlzylinders als wei£ (§ 10) Yoraussetzen^ da durch 
die diffuse Reflexion die durch dieBewegungsrichtuDg des Eolbens 
etwa entstehenden Vorzugsrichtungen der Strahlung schneller 
ausgeglichen werden. Àls reflektierende Eolbenflàche wollen 
wir aber bis auf weiteres einen vollkommenen MetaUspiegel 
wàhlen, um des MAXWELLSchen Strahiungsdruckes (66) auf den 
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Kolben sicher zu sein. Dann muB^ um das mechanische Oleich- 
gewicht herzustellen, der Eolben mit einem Oewicht belastet 
werden, welches gleich ist dem Produkt dea Strahlnngsdrackes p 
nnd dem Qaerschnitt des Eolbens. Eline minimale Abweichung 
dea belaatenden Oewichtes Yon diesem Wert bringt dann eine 
entsprechend langsame Bewegnng des Eolbens nach der einen 
oder der anderen Seite hervor. 

Da die E^nwirkongen, welche bei den hier ins Ange ge- 
faBten Prozessen von auBen auf das betrachtete System, den 
durchstxahlten Hohlraum, stattfinden, teils mechaniscber Natur 
(Verschiebung des beschwerten Eolbens), teils thermiscber Natur 
(Wàrmeleitung vom und zum Beservoir) sind, so haben sie eine 
gewisse Àbnlichkeit mit den in der Thermodynamik gewòbnlich 
betracbteten Vorg&ngen, nur daB hier das zugrunde gelegte 
System kein materielles ist, wie z. B. ein Gas, sondern ein rein 
energetisches. Wenn aber die Hauptsàtze der Thermodynamik 
in der Natur universelle Gtiltigkeit besitzen, was wir hier liberali 
Yoraussetzen, so mttssen sie auch f&r das hier betrachtete System 
Bedeutung haben. Es muB nàmlich bei irgend einer in der 
Natur eintretenden Ver&nderang die Energie aller an der Ande- 
rung beteiligten Systeme konstant bleiben (erster Hauptsatz), 
und es muB femer die Ehitropie aller an der Ànderang beteiligten 
Systeme grdBer werden^ im Grenzfall, bei reversibeln Prozessen, 
unge&ndert bleiben (zweiter Hauptsatz). 

§ 62. Bilden wir zunS^^hst die Gleichung des ersten Haupt- 
satzes fQr eine unendlich kleine Ànderung des betracbteten 
Systems. DaB dem durchstrahlten Hohlraum eine bestimmte 
Energie zukommt, haben wir schon frtther (§ 22) aus dem Um- 
stand abgeleitet, daB die Energiestrahlung sich mit endlicher 
Geschwindigkeit fortpflanzt Wir bezeichnen sie mit U. Dann ist: 

(70) U=V'U, 

wobei u, die ràumliche Strahlungsdichte, allein von der Tem- 
peratur T des schwarzen Bodenkòrpers abhàngt 

Die bei einer VergrdBerung des Volumens V des Hohl- 
raumes um dV von dem System gegen die àuBeren Druckkràfte 
(Gewicht des belasteten Eolbens) geleistete Àrbeit ist p' d Vy 
wobei p den Maxwell schen Strahlungsdruck (66) darstellt 
Dieser Betrag von mechaniscber Energie wird also auBerhalb 
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des Systems gewonnen, indem das Gewicht gehoben wird. Der 
Febler, den wìr dadarch begehen, daB wìr hier den Stxahlungs- 
drack auf eine rahende Flàche benutzen, wàhrend doch die re- 
flektìerende Flàche wàhrend der Volumenànderung sich bewegt, 
ist offenbar zu yemachlàssigen, da man sich die Bewegung mit 
belìebig kleiner Geschwindigkeit erfolgend denken kann. 

Bezeichnet femer Q die nnendlich kleine Wàrmemenge im 
mechanischen MaBe, welcbe von dem schwarzen Bodenkòrper 
an den dnrchstrahlten Raum durch Mehremission abgegeben 
wird, so yerliert der Bodenkorper bez. das mit ihm in Verbin- 
dong stehende Wàrmereservoir diese Wftrme Q, wodurch seine 
innere Energie sich am diesen Betrag yermindert. Folglich ist 
nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik, da die Summe 
der Strahlangsenergie and der Energie der materiellen Eòrper 
konstant bleibt: 

dU + pdV-^ Q^o. (71) 

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik kommt 
dem dnrchstrahlten Vakunm auch eine bestimmte Entropie 
zu. Denn wenn die Wàrme Q von dem Wàrmereserroir an 
den Hohhraum abgegeben wird, so verkleinert sich die Entropie 
des Beserroirs, und zwar yeràudert sie sich um: 

T ' 

Infolgedessen mufi, da in anderen Edrpern keine Ànderungen 
eintreten — denn der starre und absolut reflektierende Eolben 
mit dem darauf lastenden Oewicht Sudert auch bei der Bewegung 
seinen inneren Zustand nicht — als Eompensation eine Entropie- 

ànderung mindestens im Betrage -^ in der Natur eintreten, 

durch welche jene Verkleinerung kompensiert wird, und hierfiir 
kann nur die Entropie des dnrchstrahlten Hohbraumes in Àn- 
spruch genommen werden, die wir mit S bezeichnen wollen. 

Da nun aber die hier beschriebenen Prozesse aus lauter 
Gleichgewichtszustànden bestehen, so sind sie yollkommen rever- 
sibel, es findet also keine Entropieyermehrung statt, sondem 
wir haben: 

d5--^ = o, (72) 
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oder au8 (71): 

-) (73) ds^^-^^. 

In dieser Qleichung stellen die GròBen U, p, V und S ge- 
risse Eigenschaften der W&rmestrahlung yor, die durch den 
augenblicklichen Zustand der Strahlung yoUkommen bestimmt 
isincl. -'^c4glid^ ist anch die Gr5fie T eine gewisse Eigenschaft 
des Znstandes der Strahlung, d. h. die schwarze Strahlung 
im Hohlraum besitzt eine gewisse Temperatur T, und 
diese Temperatur ist diejenige eines mit der Strahlung im 
Warmegleichgewicht stehenden Eòrpers. 

§ 63. Wir woUen nun aus der letzten Gleichung diejenige 
Folgerung ableiten, die aus dem Umstand entspringt, daB der 
Zustand des betrachteten Systems und mithin auch seine 
Entropie durch die Werte zweier unabhàngiger Varìablen be- 
stimmt ist. Als erste Variable wàhlen wir V, als zweite kònnen 
wir entweder T, oder u, oder p wahlen, von welchen drei GroBen 
zwei durch die dritte allein bestimmt sind. Wir woUen die 
Temperatur T neben dem Volumen V als unabhàngige Variable 
nehmcn. Dann ergibt die Substitution von (66) und (70) in (73): 

(74) dS^^-^dT+l^dV. 

r. (dS\ V du A I^S\ *w 

Daraus: (— -J^=-^_, und (_j^ = ^_. 

Differentiiert man die erste dieser Gleichungen partiell nach V, 
die zweite partiell nach T, so ergibt sich: 

d^S _ J^ du_ __ ^ du 4 f<^ 

dT dV " T dT " ST df ST*' 

-, du 4u 

oder: 7r=^- 

Integriert: 

(75) « = a r* 

uud nach (21) als spezifische Intensitàt der schwarzen Strahlung: 

(76) K=-'' u=-~--T*. 

^ ' 4 71 471 

Ferner als Druck der schwarzen Strahlung: 

(77) P'--}'^* 
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und ala Oesamtenergie der Strahlung: 

U^aT^'V. (78) 

Dieses Gesetz, welcbes ausspricbt, daB die raumlicbe Dichte 
und die spezitìsche Intensit&t der schwarzen Strahlung der 
vierten Poteuz der absoluten Temperatnr proportional sind, ist 
zuerst Yon J. Stefana auf Grund ziemlich roher Messungen 
aufgestellt, sp&ter yon L. Boltzmakn' auf thermodynamischer 
Orundlage aus dem MAXwELLScben Strablungsdruck abgeleitet, 
und in neuerer Zeit durch exakte Messungen von 0. Lummeb 
«nd E. PBiNasHEiM' zwiscben 100® und 1800® C, wobei die 
Temperatur durch das Gasthermometer definiert wurde, bestàtigt 
ivorden. In Temperaturgebieten und bei Genauigkeitsanforde- 
rungen, fbr welche die Angaben der verschiedenen Gasthermo- 
meter nicht mebr genUgend miteinander tlbereinstimmen oder 
tiberbaupt nicht zu ermitteln sind, kann das Stefan-Boltzmann- 
sche Strablungsgesetz zu einer absoluten, von jeder Substanz 
unabb&ngigen Definition der Temperatur yerwendet werden. 
§ 64. Der Zablenwert der Eonstanten a ergibt sich aus 
Messungen yon F. Eublbaum^ Hiemach ist, wenn man mit S^ die 
gesamte Energie bezeichnet, die von 1 qcm eines auf f® C. be- 
tìndlichen schwarzen Eòrpers in 1 sec in die Luft ausgestrahlt 
wird: 

«100 -S.^ 0,0781 ^~ = 7,31 - 10* -^ — 
1*''' ^ ' cm* ' cm'sec 

Da nun die Strahlung in Luft nahezu identisch ist mit der 
Strahlung ins Yakuum, so kann nach (7) und (76) gesetzt werden: 

S^ = ^^= -^.(273 + 0* 
und wir erhalten: 

> J. Stepak, Wien. Ber. 79, p. 391, 1879. 
* L. BoLTZMANK, WiED. Ann. 22, p. 291, 1884. 

' O. LuHMER und E. Pbinosheim, Wied. Ann. 63, p. 895, 1897. 
Dkude8 Ann. 3, p. 159, 1900. 

^ F. KuRLBAUM, WiBD. Ann. 65, p. 759, 1898. 



64 Fblgerungen aus der Elekirodynamik und der Thermodynamik 



§ 65. Die OrdSe der Entropie S der schwarzen Strahlung 
ergibt sich durcb Integratìon der Differentìalgleichung (73) zu: 

(80) 5 = |ar8.F, 

wenn man eine belanglose additive Eonstante fortlàBt. Daraus die 
Entropie der Yolumeneinheit, oder die ràumliche Entropie- 
dichte der schwarzen Strahlung: 

(81) ^=s=^^aT». 

§ 66. Wir wollen uns zunàchst noch Yon einer be- 
schrànkenden Voraassetziing befreien, die wir machen muSteni 
um den von uns im vorìgen Eapitel berechneten Wert des 
MAXWELLSchen Strahlungsdruckes anwenden zu kOnnen. Bisher 
hatten wir den Zylinder als fest und nur den Kolben als frei 
beweglich angenommen. Jetzt wollen wir uns das ganze 6e&B, 
bestehend aus dem Zylinder, dem schwarzen Boden und dem 
Eolben, der in einer bestimmten Hdhe Uber dem Boden an der 
Wandung des Zylinders befestigt sei, uns im Baume frei beweg- 
lich denken. Dann muB das GefàB als Oanzes nach dem 
Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung, da gar keine Kraft 
von aufien darauf wirkt, dauemd in Buhe bleiben. Dies warde 
ttbrìgens auch dann gefolgert werden mtissen, wenn man das 
Oegenwirkungsprinzip nicht von vornherein ftìr diesen Fall als 
gilltig anerkennen woUte. Denn wlirde das GefaB in Bewegung 
geraten, so konnte die lebendige Eraft dieser Bewegung nur auf 
Eosten der Wàrme des Bodenkòrpers oder der Strahlungsenergie 
entstehen^ da sonst keine andere disponible Energie in dem von 
einer starren HtlUe umschlossenen System vorhanden ist, und 
es miìBte zugleich mit der Energie auch die Entropie des 
Eòrpers oder der Strahlung abnehmen, was dem zweiten 
Hauptsatz der Thermodynamik widersprechen wlirde, da sonst 
keine Entropieànderungen in der Natur eintreten. Das Gefilfi 
befindet sich also als Ganzes im mechanischen Gleichgewicht. 
Daraus folgt sogleich^ daB der Druck der Strahlung auf den 
schwarzen Boden ebensogroB ist wie der entgegengesetzt ge- 
richtete auf den spiegelnden Eolben, daB also der Druck der 
schwarzen Strahlung auf einen schwarzen Eorper von der nàm- 
lichen Temperatur ebensogroB ist wie der auf einen spiegelnden 
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E5rper^ und das nàmlìche l&Bt sich leicht f&r eine beliebige 

yollst&ndig reflektìerende Fl&che heweisen, die man am Boden 

des Zylinders befindlich annehmen kann, ohne den statìonftren 

Strahlxmgszustand irgendwie za stòren. Daher l&Bt sich bei 

alien vorhergehenden Betrachtnngen das Spiegelmetall dorch 

einen beliebigen Yollst&ndig reflektìerenden oder auch dorch ^ 

einen schwarzen Eòrper yen der Temperatur des Bodenkòrpers V ' 

ersetzen, und man kann allgemein den Satz anssprechen, daB j^^Ìm^'^'^ 

der Strahlungsdruck nur von der Beschaflfenheit der hin- und /^ oJL>uil*v> ^'^^'' ^ 

hergehenden Strahlung, nicht aber von der Beschaffenheit der '^\y ^^Ti^ì^ì^ • 

angrenzenden Substanz abh&ngt -( -^ 

§ 67. Wenn bei der Hebung des Eolbens die Temperatur 
des schwarzen Bodenkdrpers durch entsprechende Wàrmezufahr 
aus dem Beservoir konstant erhalten wird, so yerlàuft der 
Vorgang isotherm. Dann bleibt mit der Temperatur T auch 
die Energiedichte u, der Strahlungsdruck p und die Entropie» 
dichte 8 konstant; infolgedessen w&chst die Gesamtenergie der 
Strahlung von U^uV auf IT =suV', die Entropie von S^sV 
auf ff ^ sT, und f&r die aus dem Wàrmereservoir zugeftLhrte 
W&rme erh&lt man durch Integration von (72) bei konstantem T: 

Q^ T.[8'--S)^T8^{r ^ V) 
oder nach (81) und (75): 

0- |aT*(r-F) = |(J7'-I7). 

Wie man sieht, ùbersteigt die von aufien zugef&hrte W&rme 
den Betrag der Vermehrung der Strahlungsenergie {IT ^ U) nm 
^{V ^ U). Dieso Mehrzufuhr von W&rme ist n5tigy um die 
mit der VergrdBerung des Strahlungsvolumens verbundene ftuBere 
Arbeit zu leisten. 

§ 68, Betrachten wir auch einen reversibeki adiabati- 
flchen ProzeB. Hierf&r ist notwendig, daB nicht nur der Eolben 
und die Mantelfl&chCi sondem auch der Boden des Zylinders 
als voUstSndig reflektierend, etwa als weiB, vorausgesetzt wird. 
Dann ist bei der Eompression oder Ausdehnung des Strahlungs-» 
raumes die von auBen zugeflihrte Wàrme Q ^ 0, und die Energie 
der Strahlung àndert sich nur um den Betrag der àuBeren 
Arbeit p-dV. Um indessen sicher zu sein, daB bei einem end-» 
lichen adiabatischen ProzeB die Strahlung in jedem Augenblick 

Plavox, WAnneatirnhloDK. 5 
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YoUst&ndig stabil ist^ d. L den Charakter der schwarzen Strahlung 
besitzti woUen wìr innerhalb dee eTakoierten HoUraumes noch ein 
minimales Eohlenstaubchen als Yorhanden Yoranssetzen. Dieses 
EOrperchen, Ton dem wir annehmen kdnnen, daB es f&r samt- 
liche Strahlenarten ein Yon Noli Yerschìedenes Absorptions- 
Yermdgen besitzt, dient nur dazu, um das stabile Gleicbgewicht 
der Strahlung im Hohlraum herzustellen (§51 f.) und dadorch 
die SeYersibilit&t dea Vorgangs za Yerbftrgen, w&hrend seine 
KSrperw&rme gegen die Strahlongaenergie U so klein an- 
genommen werden kann, daB die zu einer merklichen Tempe- 
raturanderung des St&ubchens erforderliche W&rmezufahr ganz 
zu Yemachl&ssigen ist Dann herrscht in jedem Àugenblick des 
Prozesses absolut stabiles Strahlungsgleichgewicht^ und die Strah- 
lung besitzt die Temperatur des in dem Hohlraum befindlichen 
St&ubchens. Volumen, Energie und Elntropie des Stàubchens 
kOnnen ganz Yemachl&ssigt werden. 

Bei der roYersibeln adiabatischen Ànderung bleibt nach (72) 
die Entropie S des Systems konstant Eìs folgt also als Ì3e* 
dingung dieses Prozesses aus (80): 

r».F= const 

oder auch nach (77): |?-Fi =s const, 

d. h. bei adiabatischer Eompression steigt die Strahlungs* 
temperatur und der Strahlungsdruck in der angegebenen Weise. 
Die Energie der Strahlung U àndert sich dabei nach dem Gesetz: 

— = I S = const , 

d. h. sie w&chst proportional der absoluten Temperatur, trotzdem 
das Volumen kleiner wird. 

§ 69. Wir woUen schlieBlich noch als weiteres Beispiel 
einen einfachen Fall eines irrcYersibeln Prozesses betrachten. 
Der allseitig you absolut reflektierenden Wànden umschlossene 
Hohlraum Yom Volumen V sei gleichm&Big Yon schwarzer Strahlung 
erMlt Nun stelle man, etwa durch Drehen eines Hahnes, an 
irgend einer Stelle der Wandung eine Ideine Òffnung ber, durch 
welche die Strahlung in einen anderen ebenfalls you absolut 
reflektierenden festen Wànden umgebenen Yollst&ndig evakuierten 
Raum austreten kann. Dann wird die Strahlung znnàchst einen 
sehr unregelmàBigen Charakter annehmen, nach einiger Zeit 
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aber wird sich ein stationàrer Strahlangszastand einstellen, der 
beide kommunizierende Eàume, deren Gtesamtyolumen V* sei, 
gleichm&Big erfììllt Durcb die Anwesenheit eines EoblestHabchens 
sei daf&r gesorgt, dafi aucb im neuen Zustand alle Bedingongen 
der schwarzen Strablong erf&llt sind. Dann ist, weil weder 
àufiere Àrbeit nocb àoBere W&rmezafiibr Btattgefdnden hat» nach 
dem ersten Hauptsatz die Energie im neuen Zustand gleich der 
im alten: W = U, und daher nach (78): 

fé Y' ^ rpé y 






und dadurcb der neue Gleichgewichtszustand vollkommen be- 
stimmt Da F' > F, so ist die Temperatur der Strahlung durcb 
den Vorgang emiedrigt worden. 

Nacb dem zweiten Hauptsatz muB die Entropie des Systems 
gewacbsen sein, da sonst keine àuBeren Verànderungen statt- 
gefunden haben; in der Tat ist nacb (80): 

§ 70, Wenn der Vorgang der irreyersibeln adiabatiscben 
Ausdebnung der Strahlung vom Volumen F auf das Volumen F' 
genau ebenso erfolgt, wie vorbin beschrieben, nur mit dem 
einzigen Unterschied, daB kein Eohlenstàubchen in das Vakuum 
eingelagert ist, so wird nach Herstellung des gleichmàfiigen 
Strablungszustandes, welche infolge der diffusen Reflexion an den 
Wanden des Hohlraums nacb gehóriger Zeit eintreten wird, 
im neuen Volumen V die Strahlung nicht mehr den Charakter 
der schwarzen Strahlung haben, also aucb keine bestimmte II x^l^ \, ^^ 
Temperatur besitzen. Wohl aber besitzt auch dann die Strahlung, ' 
wie tiberhaupt jedes in einem bestimmten Zustand befindliche 
pbysikalische System , eine bestimmte Entropie, die nach dem 
zweiten Hauptsatz gròBer ist als die anfìlnglicbe S^ aber nicht 
so groB als die oben in (82) ausgedrflckte S\ Ihre Berechnung 
kann erst auf Grand spàterer Sàtze erfolgen (vgl. §103). Bringt 
man dann nachtrilglich in das Vakuum ein Eohlestaubcben, so 
stellt sich durch einen zweiten irreyersibeln ProzeB das absolut 
stabile Strablungsgleicbgewicbt ber, indem die Strahlung bei 
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konstanter Gesamtenergie die normale Energieverteìlong der 
schwarzen Strahlnng annimiut, und die Entropie steigt dabei 
auf den durch (82) gegebenen Maximalwert S\ 



Drlttes Kapitel. Wiensches Verschiebungsgesetz. 

§ 71. Wenn durch das STEFAK-BoLTZMANNSche Oesetz 
die Àbhàugigkeit der r&umlichen Dichte u und der spezifischen 
IntensitSlt K der schwarzen Strahlung von der Temperatur be- 
stimmt ist, 80 ist dadurch fiir die Kenntnis der auf eine be- 
stimmte Schwingungszahl v bezogenen r&umlichen Strahlungs- 
dichte Uy, und der spezifischen Strahlungsintensit&t ^ der 
monochromatischen Strahlung, welche miteinander durch die 
Gleichung (24), und mit u und K durch die Gleichungen (22) 
und (12) yerknttpft sind, noch yerhàltnismàBig wenig gewonnen, 
und es bleibt als ein Hauptproblem der Theorie der Wàrme- 
strahlung die Àu%abe bestehen^ die Gr5Ben u,, und S^ fiir die 
schwarze Strahlung im Vakunni, und dadurch nach (42) auch 
in jedem beliebigen Medium, als Funktionen von v und T zu 
bestimmen, oder mit anderen Worten: die Verteilung der Energie 
im Normalspektrum fbr jede beUebige Temperatur anzugeben. 
Ein wesentlicher Schritt zur Ldsung dieser Aufgabe ist in dem 
Yon W. WiEN aufgestellten sogenannten ^Verschiebungsgesetz'^^ 
enihalten, dessen Bedeutung darin besteht, dafi es die Funk- 
tionen u,, und ^y der beiden Àrgumente v und T auf eine Funktìon 
eines einzìgen Arguments zurtlckfìihrt. 

Den Àusgangspunkt des WiENschen Verschiebungsgesetzes 
bildet folgender Satz. Wenn die in einem voUst&ndig evakuierten 
Hohlraum mit absolut reflektierenden WS^nden enthaltene schwarze 
Strahlung adiabatisch und unendiich langsam komprimiert oder 
dilatiert wird, wie im § 68 beschrieben wurde, so beh&lt die 
Strahlung, auch ohne daB ein Eohlestàubchen sich im 
Vakuum befindet, stets den Charakter der schwarzen 



^ W. WiEK, Sitzongsber. d. Akad. d. WissenBch. Berlin vom 9. Febr. 
1898, p. 55. WiED. Ann. 62, p. 182, 1894. Vgl. femer u. a.: M. Tbibsbk, 
Verhandlmigen der Deutschen Physikalittchen Gesellscliaft, 2, p. 65, 1900. 
H. A. LoBSNTz, Akad. d. WisseoBcli. Amsterdam, 18. Mai 1901, p. 607. 
M. Abraham, Dbodbb Ann. 14, p. 286, 1904. 
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Strahlang bei Der ProzeS verlàuft also auch im absoluten 
Vakaum genau so wie im § 68 berechnet wurde, and die dort 
als VorsichtsmaBregel angewandte Einfdlmmg dea Eohlest&ubchens 
zeigt sich ala dberfliissig, allerdings nur in diesem speziellen 
Falle, nicht etwa auch in dem § 70 beschrìebenen Falle. 

Die Richtìgkeit dea ausgesprochenen Satzes ergibt sich aus 
folgendem. Man komprimiere den anf&nglich mit schwarzer 
Stzahlung erfbllten YoUst&ndig eyakuierten Hohlzylinder adia- 
batisch und unendlich langsam auf einen endlichen Brachteil 
seines orsprQnglichen Volnmens. Wàre nun, nach Vollendnng 
der Eompression, die Strahlang nicht mehr schwarz, so bestSjide 
kein stabiles thermodynamisches Gleichgewicht der Strahlang 
(§ 51). Dann kdnnte man dorch Einbringang eines Eohle- 
st&ubchens, dem im Vergleich zar Strahlangsenergie keine merk- ; 4^^ L 
liche Edrperw&rme zukommt, bei konstantem Volumen und 
konstanter Gesamtener^e der Strahlung eine endliche Um- 
wandlung^ nàmlich den Ubergang zum absolut stabilen Strahlungs- 
zustand, und damit eine endliche Entropievermehrung des Systems / '' * 

herbeifiLhren. Dieso Yer&nderung wùrde nattirlich nur die spektrale or ry 

Strahlungsdichte it, betreffen, w&hrend dagegen die gesamte ^' ^' ' 

Energiedichte u konstant bleibt Nachdem dies geschehen, 
kdnnte man, das Eohlest&ubchen in dem Baume belassend, den 
Hohlzylinder wieder adiabatisch und unendlich langsam auf sein 
urspr&Qgliches Volumen vergrdBem und hierauf das Eohle- 
st&ubchen entfemen. Dann hat das System einen Ejreisprozefi 
durchgemacht, ohne dafi irgendwelche àuSere Ver&nderungen 
zurQckgeblieben sind. Denn Wàrme ist flberhaupt weder zu- .^ 
noch abgeleitet worden, und die auf die Eompression verwendete /,. 
mechanische Arbeit ist bei der Àusdehnung genau wieder ge- 
wonnen worden; denn dieso hàngt, ebenso wie der Strahlungs- 
druck, nur Yon der Gesamtdichte u^ der Strahlungsenergie, nicht 
Yon ihrer spektralen Verteilung ab. Infolgedessen ist nach dem 
ersten Hauptsatz der Thermodynamik auch die gesamte Strahlungs- 
energie am Schlu£ wieder dieselbe wie am Ànfang und daher 
auch die Temperatur der schwarzen Strahlung wieder die n&mliche. 
Das Eohlesttobchen und scine Ver&nderungen zShlt nicht mit; 
denn seine Energie und Entropie sind yerschwindend klein gegen 
die betreffenden GrdBen des Systems. Der ProzeB ist also in 
alien Einzelheiten rllckgàngig gemacht, man kann ihn beliebig 



tó..^v< 
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oft hintereinander wiederholen, ohne daB irgend eine dauernde 
VerSlnderung in der Natur eintritt. Dies widerspricht der oben 
gemachten Vorausseizang einer endlichen Entropieyermehrang; 
denn eine solche l&St sich, wenn einmal eingetreten, auf keinerlei 
Weise YoUstàndig rilckg&ngig machen. Es kann also durch die 
Mnbringnng dea Eohlestàabchens in den Strahlnngsranm keine 
endliche Entropieyermehrang herbeigef&hrt worden sein, sondem 
die Strahlung befand sich schon Yorher nnd jederzeit im stabilen 
Oleichgewichtsznstand. 

§ 79. Damit das Wesentliche dieses wichtigen Beweises 
noch klarer hervortiitt^ sei auf eine analoge einigermafien nahe- 
liegende Betrachtnng hingewiesen. Ein Hobbranm, in dem sich 
anf&nglich ein Dampf gerade im Zostand der Sàttigong be- 
findety werde adiabatiscb und unendlicb langsam komprimiert. 

„Dann verbleibt der Dampf bei beliebiger endlicher adia^ 
batischer Eompression immer gerade im Zustand der S&ttigang. 
Denn wtirde er z. B. bei der Eompression llbersàttigt werden, 
so kònnte man, nachdem die Eompression auf einen merklichen 
Bruchteil des ursprQnglichen Volumens stattgefunden bai, durch 
Einbringung eines winzigen FlOssigkeitstròpfchens, dem keìne 
merkliche Masse und WS.rmekapazitàt zukommt, bei konstantem 
Volumen und konstanter Oesamtenergie die Eondensation einer 
endlichen Menge Dampf, und damit den endlichen Ubergang in 
einen stabileren Zustand, also eine endliche Entropievermebrung 
des Systems herbeif&hren. Nachdem dies geschehen, kdnnte 
man das Volumen wieder adiabatiscb und unendlicb langsam 
vergròBem, bis alle Flllssigkeit verdampft ist, und dadurch den 
ProzeB voUstàndig rCLckg&ngig machen, was der angenommenen 
Entropievermebrung widerspricht/' 

Ein solches Beweisyerfahren wOrde deshalb fehlerhaft sein, 
weil durch den beschriebenen ProzeB die eingetretene Ver&nderung 
keineswegs yoUst&ndig rCLckg&ngig gemacht ist. Denn da die 
bei der Eompression des llbersàttigten Dampfes aufgewendete 
mechanische Àrbeit nicht gleich ist der bei der Ausdehnung 
des gesHttigten Dampfes wiedergewonnenen, so entspricht einem 
bestimmten Volumen des Systems bei der Eompression eine 
andere Energie als bei der Ausdehnung, und deshalb kann auch 
das Volumen, bei dem alle Flfissigkeit gerade wieder yerdampft 
ist) nicht gleich dem ursprUnglichen Anfangsvolumen sein. Die 
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gemutmaBte Analogie ist also hinfUlig, und die oben in An- 
fUhrnngszeichen gesetzte Behauptung onricbtig. 

§ 78. Wir woUen nns non wieder den in § 68 bescbriebenen 
reyersibeln adiabatìschen ProzeB mit der in dem eyakuierten Hohl- 
zylinder mit weiBen W&nden und weiBem Boden befindiichen 
schwarzen Strablung ausgef&hrt denken, indem wir den aus absolnt 
spiegelndem Metall bestebenden Eolben unendlicb langsam herab- 
sinken lassen, nnr mit dem Unterscbied, daB sich diesmal kein 
Eohlestàubchen ip dem Zylinder befindet Dann yerl&uft der 
ProzeB, wie wir jetzt wissen, genau so wie dort. Wir k5nnen uns 
aber nan, da jetzt Uberhaupt keine Emission und Àbsorption der 
Strablung stattfindet, Recbenschaft geben yon den Ànderungen, 
welche die einzelnen Strahlenbllndel des Systems an Farbe und 
IntensitSlt erleiden. Solche Ànderungen treten nati&rlich nur 
bei der Beflexion an dem bewegten MetaUspiegel^ nicbt bei der 
Reflexion an den ruhenden Wànden und an dem ruhenden Boden 
des Zylinders ein. 

Wenn der spiegelnde Eolben mit der konstanten unendlicb 
kleinen Geschwindigkeit v sich herabsenkt, so werden die ihn 
wàhrenddem treffenden monochromatischen Strahlenbiìndel bei 
der Beflexion eine Ànderung ihrer Farbe^ ihrer Intensitàt und 
ihrer Richtung erleiden. Betrachten wir diese yerschiedenen 
Einflflsse der Beibe nacb hintereinander.^ 

§ 74. Zunàchst fragen wir nach der Farben&nderung, 
die ein monochromatischer Strahl durch Beflexion an dem un- 
endlicb langsam bewegten Spiegel erleidet, und betrachten zu 
diesem Zweck erst den Fall eines in normaler Bichtung, yon 
unten nach oben, auf den Spiegel fallenden und daher auch in 
normaler Richtung, yon oben nach unten, reflektierten Strahles. 
Die Ebene A (Fig. 5) bedeute die Lage des Spiegels zur Zeit t, 
die Ebene A' die zur Zeit t + di, wobei die Entfemung A A' =^V'3t, 
wenn v die Geschwindigkeit des Spiegels bedeutet Denken wir 
uns nun durch das durchstrahlte Vakuum in geh5riger Entfemung 



^ Eine yoUstftndige L^sung des Problems der Reflezìon eines Strahlen- 
btlndels an einer bewegten absolut spiegelnden Flftche, auch bei beliebig 
grofier Geschwindigkeit derselben, findet sich in der § 71 zitierten Ab- 
handlung yon M. Abraham. Hierbei sind die Gesetze der Elektrodynamik 
bewegter Korper zngnmde gelegt Vgl. anch desselben Autors Lehrbuch: 
Elektromagnetische Theorie der Strahlong, 1905 (Leipzig, B. G. Teabner). 



ti. 
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Yom Spiegel eine dem Spiegel parallele ruhende Ebene B ge- 
legt, und nennen wir. A die Wellenlànge des auf den Spiegel 

treffenden^ l' die Wellenlànge 

^ ^iy^i des vom Spiegel reflektierten 

^' 1 Spùgdt+àt Strahles, so liegen zur Zeit i 

auf der Strecke AB des 

AB 

^/ durchstrahlten Vakuums -p 

Wellen des einfallenden, und 

A 7? 

^ _ „^^j^^ -p- Wellen des reflektierten 

^^' ^- Strahles, was man sich etwa 

dadurch versinnlichen kann, 
daB man die elektrìscbe Feldstàrke in den yerschiedenen Punkten 
je eines der beiden Strahlen zur Zeit i sich in Form einer Sinus* 
kurve aufgezeichnet denkt. Im ganzen liegen also zur Zeit i 
in dem Zwischenraum zwischen A und B 



AB 



{\^t) 



Wellen, einfallender und reflektierter Strahl zusammengenommen. 
Da dieso Anzahl sehr groB ist, so kommt es nicht darauf an, 
ob es eine ganze Zahl ist odor nicht. 

Ebenso liegen zur Zeit / + St^ wenn sich der Spiegel in A' 
befindet, in dem Zwischenraum zwischen A' und B im ganzen 

A'B^ f4- + ^ì Wellen. 



(i+p) 



Die letzte Zahl wird kleiner sein als die erste, da in dem 
kleineren Zwischenraum A'B eine geringere Anzahl Wellen von 
beiden Arten Platz finden, als vorher in dem gròBeren Zwischen- 
raum AB. Der Sest der Wellen muS w&hrend der Zeit St 
aus dem Zwischenraum zwischen dem bewegten Spiegel und der 
ruhenden Ebene B hinausgedr&ngt worden sein, und zwar durch 
die Ebene B hindurch nach unten; denn auf andere Weise kann 
keine Welle aus dem betrachteten Baum verschwinden. 

Nun gehen durch die ruhende Ebene B in der Zeit dt in 
der Richtung nach oben: v • òt Wellen, in der Richtung nach 
unten: v' • St Wellen; folglich ist die Differenz: 

{v'^v)8i^{AB^A'B)^[\ + ]-)^ 
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oder, da: 


AB^ A'B = V'Si 




und 


0-V ' 




oder, da v 


Ttnendlich klein gegen e, 





'('^")' 



§ 76« Wenn die Strahlang nicht in normaler Bichtung, 
sondem unter dem spitzen Einfallswinkel i9- auf den Spiegel 
fàllt, so kann man eine ganz &lmliche Betrachtung anstellen, 

Spiigdt 
SpiegeLUót 




nUund 



ruhatd 



Fig. 6. 



nnr mit dem Unterschiedi daB dann der Schnittpankt A eines 
bestimmten ins Auge gefaBten Strahles BA mit dem Spiegel zur 
Zeit t eine andere Lage auf dem Spiegel hat ala der Schnitt- 
punkt A' desselben Sttahles mit dem Spiegel zur Zeit i + 8t 
(Fig. 6). Die Anzahl der Wellen, welche zur Zeit t auf der 

7? A 

Strecke BA liegen, ist — r- • Ebenso ist zu der nàmlichen 

Zeit t die Anzahl der Wellen auf der Strecke AGy welche die 
Elntfemung des Punktes A von einer im Yakuum ruhenden 

Wellenebene CC des reflektierten Strahles darstellt, -p-* Im 

ganzen liegen also zur Zeit i auf der Strecke BAC des be- 

trachteten Strahles 

BA AC 

X '^ V 

Wellen. Hierbei sei noch bemerkt, daB der Beflexionswinkel &' 
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nicht genaa gleich dem Einfallswinkel ist, sonderò, wie sich 
dorch eine einfache geometrische Ùberlegung zeigen Vè&i, etwas 
kleiner. Die Differenz zwischen & and &' wird sich aber Air 
unsere Berechnung als unwesentlich erweisen. 

Ferner liegen zur Zeit t + St, wenn der Spiegel durch A' 
geht, auf der Strecke BA' (J 

DA' re 



Wellen. Die letzte Zahl ist kleiner als die erste, und zwar muB 
die Differenz gleich der Ànzahl der Wellen sein, welche w&hrend 
der Zeit òt aus dem Baume, der dorch die roheode Ebene BB' 
und durch die rohende Ebene CC begrenzt wird, im ganzeo 
hioaosgedr&ogt worden sind. 

Non gehen durch die Ebene BB' in der Zeit dt in dea 
Raum hinein v • St Wellen, durch die Ebene OC aus dem 
Raum hinaus v' • 8t Wellen. Folglich ist 

,, . ^, (BA,AC\ (BA' .A'C'\ 

Es ist aber: 

BA - BA' - AA' = -^^ 

AG - A'C = AA' • cos(i9' + »") 

V V 

Folghch: v = ^ ,^ . ^,. • v . 

^ e C08 ^ — r eoa (v^ + &') 

Diese Beziehung gilt flir eine beliebig groBe Geschwindigkeit v 
des bewegten Spiegels. Da nun in unserem Fall v unendlich 
klein ist gegen e, so wird einfacher: 

Die Differenz der Winkel & und i9-' ist jedenfaUs von der 
GroQenordnung ^; daher kann man hier ohne merklichen 
Fehler &^' durch & ersetzen, und erhàlt so: 
(83) ,' = ,.(! +1!L^) 

als Schwiogungszahl des reflektierten Strahles fiir schiefe Inzidenz. 
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§ 76. Aus dem Yorstehenden erhellt, daB die Schwingungs- 
zahlen aller anf den bewegten Spiegel tre£Penden Strahlen 
dorch die Beflexioiì vergròBert werden, wenn sich der Spiegel 
gegen die Strahlung bewegt, dagegen verkleinert werden, wenn 
der Spiegel sich in Bichtung der auffallenden Strahlung bewegt 
(v < o). Dabei wird aber die gesamte auf den bewegten Spiegel 
fallende Strahlang einer bestimmten Schwingungszahl v keines- 
wegs wieder als monochromatische Strahlung reflektiert, sondem 
die Farbenanderung bei der fteflexion h&ngt wesentlich mit von 
dem Einfallswinkel & ab. Daher kann man von einer bestimmten 
spektralen ,,Ver8chiebung^' der Farbe nur bei einem einzelnen 
bestimmt gerichteten Strahlenb&ndel, dagegen bei der gesamten 
monochromatischen Strahlung hòchstens yon einer spektralen 
,^ZerspIitterung'< reden. Die Farbenanderung ist am groBten fbr 
normale Inzidenz^ sie yerschwindet ganz fiir streifende Inzidenz. 

§ 77. Berechnen wir zweitens die Energieànderung, 
welche der bewegte Spiegel der auftreffenden Strahlung erteilt, 
und zwar gleich fiir den allgemeinen Fall der schiefen Inzidenz. 
Ein monochromatisches unendlich dtinnes unpolarisiertes Strahlen- 
bùndel^ welches unter dem Einfallswinkel & auf ein Flàchen- 
element des Spiegels trifiFt, m5ge in der Zeit St die Energie 
l'St auf den Spiegel fiallen lassen. Dann betràgt die mecha- 
nische Druckkraft des Strahlenbtìndels norma! auf den Spiegel 
nach Gleichung (64] bis auf yersch¥dndend kleine GroBen: 

ry 2 C08 & r 

5 = --^ — ^ 

und die bei der Bewegung des Spiegels in der Zeit Si von auBen 
gegen die auftreffende Strahlung geleistete Arbeit ist mit dem- 
selben G-rade der Annàherung: 

^r,8t^lll^l±.ISt. (84) 

e 

Nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie muB sich dieser 
Arbeitsbetrag in der Energie der reflektierten Strahlung wieder- 
finden. Daher besitzt das reflektierte Strahlenblindel eine gròBere 
Intensitàt als das auffallende, es liefert nàmlich in der Zeit J^ 
die Energie:^ 



* Es versteht sich, dafi die durch die Bewegung des Spiegels ver- 
ursachte Intensit&tsftnderung bei der Reflexion sich auch rein elektro- 
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(85) iSi + ^i)St^ii\ + ^i±\ st « rst. 

Man kann also zasammenfassend sagen: Durch die Beflexion 
eines unter dem Einfallswinkel & auftre£Penden monochromati- 
schen unpolarisierten Elementarstrahlenbtindels an dem gegen 
die Strahlung mit der unendlich kleinen G-eschwindigkeit v be« 
wegten Spiegel wird w&hrend der Zeit St die Strahlangs- 
energie/^^y deren SchwinguDgszahlen yon v bis v + ^'^reicheiiy 
in die Strahlungsenergie rSi mit dem Schwingungsintervall 
{v\ v' + dv') yerwandelt, wobei / dnrch (86), v' durch (88) und 
dementsprechenddf^, die Spektralbreiie dea reflektierten Blindels, 
durch: 
(86) rf»' = d,(i+-2i^) 

gegeben ist Ein Yergleich dieser Werte zeigt^ daB 

Der absolute Betrag der bei dieser Verwandlung verschwundenen 
Strahlungsenergie ist nach Gleichung (18): 

(88) Ldt^2Sè^d(TQOS& d£2 dv St 

und daher der absolute Betrag der dabei neu entstandenen 
Strahlungsenergie nach (85): 

(89) r^St = 2S, d(7 COS& diì dv (l + 1^^?±\ St. 

In diesen beiden Ausdrilcken w&re streng genommen noch 
eine unendlich kleine Eorrektur anzubringen, da / die Energie- 
strahlung auf ein ruhendes Fl&chenelement da darstellt, w&hrend 
doch durch die Bewegung von d a, gegen das auftreffende Strahlen- 
bùndel die auffitllende Strahlung etwas vennehrt wird. Indessen 
k5nnen die entsprechenden Zusatzglieder hier ohne merUichen 
Fehler fortgelassen werden, weil die Differenz der beiden Aus- 
drQcke: {r — FjSt, welche durch (84) dargestellt wird, von jener 
Eorrektur offenbar nicht merklich betroffen wird. 



dynaxnisch ableiten Iftfit, da ja die Elektrodynamik mit dem Energieprinsip 
in Obereinstimmiing ist Dieser Weg ist etwas nmst&ndlicher, daflir 
gew&brt er aber einen tieferen Einblick in die Einselheiten dea Vorgangs 
der Reflezion. 
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§ 78. Was endiich die Bichtungs&nderungen betrifft, 
welche den auftreffenden Strahlen darch die Befieadon an dem 
bewegten Spiegel erteilt werden, so brauchen wir uns der Be- 
rechnang derselben hier gar nicht zu unterziehen. Denn wenn 
die Bewegung dea Spiegels nur hinreichend langsam erfolgt, so 
werden alle Ungleichm&Bigkeiten in der Bichtung der Strahlung 
sogleich wieder durch die weitere Reflexion an den G-efàBw&nden 
ausgeglichen werden. Wir kdnnen uns ja den ganzen ProzeB 
in sehr yielen kleinen Intervallen ausgefiihrt denken, in der 
Weise, dafi der Eolben, nachdem er eine sehr kleine Wegstrecke 
mit sehr kleiner G^schwindigkeit zurlickgelegt hat, eine Zeitlang 
in Kuhe gehalten wird; und zwar so lange, bis alle etwa ent- 
standenen XJngleichm^igkeiten in den Strahlungsrichtongen 
durch die Beflexion an den weiBen W&nden des Hohlzylinders 
wieder zum Yerschwinden gebracht sind. Wenn man dies Ver- 
fahren genftgend lange fortsetzt^ so kann man die Eompression der 
Strahlung bis zu einem beliebig kleinen Bruchteil des urspiting- 
lichen Yolumens fortsetzen, und dabei stets die Strahlung als 
nach alien Bichtungen gleichmàBig betrachten. Dieser stetig 
wirkende AusgleichungsprozeB betrifft natlirlich nur die Ver- 
schìedenheit der Strahlungsrichtungen; denn Farben- und In- 
tensitatsànderungen der Strahlung, die einmal eingetreten sind, 
wenn auch noch so minimaler Gr5Be, k5nnen o£Penbar durch 
Beflexion an total reflektierenden ruhenden Wànden mit der 
Zeit niemals ausgeglichen werden, sondem bleiben konstant 
weiter bestehen. 

§ 79. Mit Hilfe der gewonnenen S&tze sind wir nun 
imstande, fbr den Fall der unendlich langsamen adiabatischen 
Kompression des yon gleichm&Biger Strahlung erftLllten yoII- 
kommen evakuierten Hohlzylinders die Ànderung der Strahlungs- 
dichte f&r jede einzelne Schwingungszahl zu berechnen. Wir 
fassen zu diesem Zwecke die Strahlung innerhalb eines bestimmten 
imendlich kleinen Intervalls von Schwingungszahlen, nàmlich yon v 
bis V + dv, zur Zeit t ins Auge^ und fragen nach der Ànderung^ 
welche die gesamte Strahlungsenergie, die in dieses bestimmte 
unyerdnderliche InteryaU fàllt, wàhrend der Zeit 5t erleidet 

Zur Zeit t ist diese Strahlungsenergie nach (22) Vwdv, 
zur Zeit t + 8t ìsi sie (Fu + ^(Fu)) • dv^ also die zu berechnende 
Ànderung: 
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(90) S{Vvi)'dv. 

Die monochroinatische StrahluDgsdichte u ist hierbei ala Fnnktion 
der beiden yoneinander anabhàngigen Yariabebi v and i zu 
betrachten, deren Differentìale durch die Zeichen d und 8 unter- 
schieden sind. 

Die Ànderong der monochromatischen Strablungsenergie 
kommt lediglich bei der Reflexion an dem bewegten Spiegel, 
und zwar dadarch zustande, daQ erstens gewisse Strahlen, 
welche zur Zeit t dem Interyall [v, dv) angehòren^ durch die 
bei der Reflexion erlittene Farbenànderung aus diesem Intervall 
austreten, und daB zweiiens gewisse Strahlen, welche zur Zeit t 
nicht dem Intervall [v, dv) angehòren, durch die bei der Reflexion 
erlittene FarbenSuderung in dieses Intercali eintreten. Wir 
berechnen beide MnflUsse nacheinander. Die Berechnung wird 
wesentlich yereinfacht, wenn wir die Breite dieses IntervaUs: dv 
so klein nehmen, dafi: 

(91) dv klein gegen 



r 



was deshalb mòglich ist, weil dv und v gar nicht yoneinander 
abh&ngen. 

§ 80. Die Strahlen, welche zur Zeit i dem Interyall (t^, dv) 
angehóren und in der Zeit St infolge der Reflexion am be- 
wegten Spiegel aus diesem Interyall austreten, sind einfach alle 
diejenigen, welche w&hrend der Zeit 8t den bewegten Spiegel 
tre£Pen. Denn die Farbenànderung, die ein solcher Strahl er- 
leidet, ist nach (88) und (91) groB gegen die Breite dv dea 
ganzen Interyalls. Wir haben hier also nur die Energie zu 
berechnen, welche wàhrend der Zeit 8i durch die Strahlen des 
Interyalls [v, dv) auf den Spiegel geworfen wird. 

Fiir ein Elementarstrahlenbtìndel, das unter dem Einfalls- 
winkel & auf das Element da der SpiegelflS.che fìdlt, ist diese 
Energie nach (88) und (5): 

I8t = 2^^ d(T COS& diì dv 3t=:2^y da sin» cob& d& dtp dv 8t, 

also Air die gesamte monochromatische StrahluDg, die auf die 
ganze Spiegelfl&che F auffàllt, durch Integration aber tp yon 

bis 2n, tlber i9- yon bis ^, und tlber da yon bis F: 
(92) 2nF^dvSt. 
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Diese Strahlnngsenergie tritt also wahrend der Zeit St aus dem 
betrachteten Schwingangszahliiitervall [v, dv) heraus. 

§ 81. Bei der Berechnung derjenigen Strahlungsenergie, 
welche w&hrend der Zeit 8t dorch die Beflexion an dem be- 
wegten Spìegel in das Intervall [v,dv) eintritt, mtissen wir die 
unter yerschiedenen Einfallswinkeln auf den Spiegel treffen- 
den Strahlen gesondert betrachten. Da bei positivem v die 
Schwingangszahl durch die Seflexion vergròBert wird, so be- 
sitzen die hier zu betrachtenden Strahlen zar Zeit t eine 
Schwingangszahl v^ < v. Nehmen wir nan zar Zeit t ein mono- 
chromatisches Strablenbtindel yom Schwingangsintervall {vi,dv^), 
welches anter dem Einfallswinkel & aof den Spiegel trifft, so 
wird es darch die Beflexion immer and nur dann in das Inter- 
vall (v,dv) eintreten, wenn 

Diese Beziehangen ergeben sich, wenn man in die Gleichangen (88) 
and (86) an die Stelle von v and t^, der Schwingangszahlen 
Yor der Beflexion and nach der Beflexion, beziehangsweise v^ 
and V setzt 

Die Sinergie I welche dieses StrahlenbUndel w&hrend der 
Zeit 8i in das Interrali (t^, dv) hineinbringt, ergibt sich aas (89), 
wenn man darin ebenfalls v^ an die Stelle von v setzt, za: 

2K,, da COSÌ?- di2 dv^ i\+^^^^^^ 8t^2%^d<TCù%&dQdv St. 
Nan ist: 

wobei wir yoraassetzen, dafi -^ — endlich ist Also bis aaf an- 
endlich kleine GrdQen hòherer Ordnang: 

^ «, 2>'»cos^5g 



-n -»' e dv 

Dadarch wird die gesachte Energie: 

2d(TÌ^ - ^ll^^È^ sm»coH&d& d(p dv St, 

and dorch Integration dieses Ansdracks tlber da, ^ and &^ wie 
oben, ergibt sich die gesamte Strahlangsenergie, welche w&hrend 
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der Zeit St in das SchwingungszahlmteryaU (ff, dr) nea eintritt: 

(98) 2nF[fi,-±^^)dvSi. 

g 88. Die Differenz der Aosdrflcke (93) nnd (92) ergibt die 
gesamte iìnderang (90), also: 

3 e dv ^ ' 

oder nach (24): 

-yFvv^St^SiVn) 
oder endlich, da i^t; ^^ gleich ist der Àbnahme dea Volumens V; 
(94) :^p^sv^d{Vn)^ndV+VSn, 

woraus folgt: 

Diese Gleichung ergibt die bei einer unendlich langsamen adiaba- 
tischen Eompression der Strahlang eintreiende Ànderung der 
r&umlichen Energiedichte irgend einer bestimmten Schwingungs- 
zahl V. Sie gilt tibrigens, wie die Art ihrer Ableitong zeigt, 
nicht allein fiir schwarze Strahlung, sondern f(ìr eine Strahlung 
Yon anfànglich ganz beliebiger Energieverteilung. 

Da die wàhrend der Zeit d< im Strahlangszustand ein- 
tretenden Anderungen der anendlich kleinen Geschwindigkeit v 
proportional sind und mit deren Vorzeichen sich umkehren, so 
gilt die Gleichung fìir jedes Vorzeichen von dV, der Vorgang 
ist also reyersibeL 

§ 83. Bevor wir zar allgemeinen Integration der Glei- 
chung (95) schreiten, wollen wir sie einer naheliegenden PrGLfang 
unterziehen. Nach dem Energieprinzip muB nàmlich die bei 
der adiabatischen Kompression eintretende Ànderung der ge- 
samten Strahlungsenergie: 

00 



gleich sein der bei der Eompression von aufien gegen dea 
Strahlongsdruck geleisteten Arbeit: 

00 

(96) ^pSV — ^sr ^/ud». 
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Nun ergibt sich mit Benatzimg yon (94) fttr die Ànderang der 
Gesamtenergìe: 

OD 00 



oder dardi partìelle Integration: 



und dieser Aosdruck ist in der Tat mit (96) identisch, da das 

Produkt vvi sowohl fbr y =sO ala aoch fìir i^ « oo verschwindet. 

Letzteres kÒDnte einen Aagenblick zweifelhaft erscheinen; man 

ersieht aber leicht, dafi, wenn ru fiir y « oo einen yon Nuli 

yerschiedenen Wert annàhme, dann das Integrai yon u nach Vj £^U. fyt. 

yon bis oo genommen, keinen endlichen Wert besitzen konnte, 

was doch sìcher der Fall ist 

§ 84. Wir haben schon oben in § 79 her?orgehoben, daB u 
als Fanktion zweier unabhàngiger Variabeln anzusehen ist, yon 
denen wir als erste die Schwingongszahl v, als zweite die Zeit i 
genommen haben. Da nun die Zeit i in der Oleichung (95) 
explicite gar nicht yorkommt^ so ist es sachgemàBery als zweite 
unabhàngige Yariable statt t direkt das Volumen V einzoftihren, 
welches ja yon t allein abhàngig ist Dann schreibt sich die 
Oleichung (95) folgendermaBen als partielle Differentialgleichung: 

aus welcher u, wenn es fQr ein bestimmtes V als Funktion yon v 
bekannt ist, ffir alle anderen Werte yon V als Funktion yon v 
berechnet werden kann. Das allgemeine Integrai dieser Di£Perential- 
gleichung lautet, wie man sich leicht durch nachtragliche Sub- 
stitution ùberzeugen kann: 

n^^<p{v^V), (98) 

wobei (p eine beliebige Funktion eines einzigen Arguments y' V 
bedeutet Statt dessen kann man auch schreiben, indem man 
v*V*q>{v^V) statt (p{v^V) einsetzt: 

u = r«9)(v»r). (99) 

Planck, Wftrmestrahlang. ^ 
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Jede der beiden letzten Gleichungen ist der allgemeine Aus- 
druck dea WiENschen Verschiebungsgesetzes. 

Wenn also f&r ein bestimmtes gegebenes Volumen V die 
spektrale Energieyerteilang, d. h. u als Funktion von v, bekannt 
ist, so l&Bt sich daraas die AbhSLngigkeit der Fanktàon (p von 
ihrem Argument ableiten, und dadorch ergibt sich dann un- 
mittelbar die Energieverteilung ftlr jedes beliebige andere 
Volumen V, in welches die den Hohlzylinder erfbllende Strah- 
lung durch einen reyersibeln adiabatischen ProzeB gebracht wird. 

§ 85« Nun fOhren wir, zu dem G^dankengang des § 73 
zurUckkehrend, die Yoraussetzung ein, daB am Anfiang die 
spektrale Energieverteilung die normale, der schwarzen Strah- 
lung entsprechende ist. Dann beh&lt nach dem damals be- 
wiesenen Satze die Strahlung bei der reversibeln adiabatischen 
Yolumenànderung dieso Eigenschaft unveràndert bei, und es 
gelten ftìr den ProzeB alle in § 68 abgeleiteten 6esetzm&Big- 
keiten. Die Strahlung besitzt also dann in jedem Zustand eine 
bestimmte Temperatur T, welche mit dem Volumen V durch die 
dort abgeleitete Gleichung: 
(100) 7'«.F:=const 

zusammenhàngt Daher kann man nun die Gleichung (99) auch 
so schreiben: 



>(-« 



odor auch: u = t^'y ( — j . 

Ist also f&r eine einzige Temperatur die spektrale Energie- 
verteilung der schwarzen Strahlung, d, h. u als Funktion von v^ 
bekannt, so ergibt sich daraus die Abh&ngigkeit der Funktion tp 
von ihrem Argument, und dadurch die spektrale Energieverteilung 
fùr jede andere Temperatur. 

Nimmt man noch den in § 47 bewiesenen Satz hinzu, daB 
bei der schwarzen Strahlung einer bestimmten Temperatur das 
Produkt u q^ ftlr alle Medien den nSimlichen Wert hat^ so kann 
man auch schreiben: 

(101) - U-^JP(-J), 

wo nun die Funktion F die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nicht 
mehr enthSlt. 
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§ 86. Fiìr die gesamte ràiunliche Strahlungsdichte der 
schwarzen Strablang im Vakuam ergibt sìch: 



u^fndr = j,f^F[^)d. 





T 
oder, wenn man statt v die 6r5Be — ^x sls Integrationsvariable 

einfiihrt: 



Setzt man die absolute Eonstante: 



i^ r F(x\ 

e» j a?» 



dx 



so kehrt man damit za der in Oleicbung (75) ausgesprochenen 
Form des STEFAN-BoLTZMANNschen Strahlungsgesetzes zurùck. 
§87. Eine anschaulicbe Fassung gewinnt die Oleicbung (101], 
wenn man sie in folgender Form schreibt: 

^dv^F[^dv^,i (102) 

nnd bedenkt, daB der Ausdruck links die in dem Eubas 
einer Wellenl&nge X entbaltene Strahlungsenergie zwischen den 
Schwingongszablen v and v + dv darstellt, die wir yorlìbergebend 
mit ri bezeicbnen wollen. Wenn nun dnrch reversible adiabatische 
Kompression die Strahlung auf die hShere Temperatur r tiber- 
geht, so ist fùr ein beliebiges anderes, von v' bis v' + dv' reichen- 
des Spektralgebiet: 

n'^Fi^^Pjdv'. (103) 

Setzen wir nan if' =3 — t; (104) 

T' 
and entsprechend: dv' ^ -^v, 

d. h. fassen wir im zweiten Zastand solche Schwingangszablen v' 
ins Ange, die sich im Yerh^tnis der Temperataren von den 
orsprUnglicben Schwingangszablen v anterscheiden, so ergibt sicb 
darch Division von (103) und (102): 



6 



* 
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Femer dorch Berdckeichtigong der Bedeutnng von 17: 

und: \x'dv':vidv= T'^iT^. 

Man kann also folgende Sàtze aussprechen. Das Spektrum der 
Bchwarzen StraUung veràndert sich beim Ùbergang von der 
Temperatar T zu einer h5hereii Temperatar T derartig, als ob 
alle Schwìngungszahlen v sich im Verhàltnis der Temperataren T' 
und T yergròBem, nnd dabei die im Eubus einer Wellenlànge X 
enthaltene Energie 17 der Strahlang eines unendlich kleinen 
Spektralbezirks sich el^nfalls in demselben Verhàltnis vergròBert 
Die monochromatische Strahlangsdichte u vergròBert sich dann 
im Verh&ltnis der dritten Potenz, und die Strahlungsdichte u dv 
eines unendlich kleinen Spektralbezirks im Verh&ltnis der vierten 
Potenz der Temperaturen. Fùr die gesamte r&umliche Strahlungs- 
dichte u, als der Summe der Strahlungsdichten aller Spektral- 
bezirke, ergibt sich dann wieder das SxEFAK-BoLTZMAKNSche 
Oesetz. 

Da femer nach (104) und (100): 

so wird bei dieser Verànderung die im ganzen Yolnmen V der 
Strahlung enthaltene Anzahl Yon Wellenkuben einer jeden 
Schwingungszahl durch die Eompression nicht geàndert 

Diese S&tze haben natOrlich nur zusammenfassende Be- 
deutung; denn wie wir oben gesehen haben, yeràndem sich in 
Wirklichkeit bei der adiabatischen Eompression die Schwingungs- 
zahlen v der einzelnen Strahlen durchaus nicht alle, sondern nur 
insofem sie w&hrend der Eompression an dem bewegten Eolben 
reflektiert werden, und dann auch nicht gleichmàBig, sondern je 
nach der 6r5Be des Einfallswinkels in verschiedener Weise. 

§ 88. Wie ftir die rS^umliche Strahlungsdichte u, so làBt 
sich das WiENsche Verschiebungsgesetz auch fbr die spezifischo 
Strahlungsintensitàt £, eines geradlinig polarisierten monochro- 
matischen Strahles bei der schwarzen Strahlung aussprechen, 
und lautet nach (24) in dieser Form: 

(106) ft, = Zljr(i:). 

Bezieht man die Strahlungsintensitàt, wie es in der Experimental- 
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physìk meistens geschieht, stati auf Schwingungszahlen v^ auf die 
Wellenlànge X^ setzt also nach (16): 

80 nimmt die letzte Gleichung die Form an: 

Dieso Form des WiENschen Yerschiebungsgesetzes hat meistens 
den Ausgangspunkt zar experimentellen Prtiftmg gebildet, welche 
in alien FàUen zu einer merklichen BestS^tigung des Oesetzes 
gef&hrt hat^ 

§ 89, Da Ei sowohl far A = als auch fUr A = oo ver- 
schwindet, so besitzt Ex in bezug auf X ein Maximum, welches 
sich aus der Gleichung ergibt: 

wobei i" den DiflFerentialquotienten von F nach seinem Argument 

bedeutet. Oder: 

IT 

e 

X T 
Diese Gleichung ergibt ftir das Argument — einen ganz be- 



> JiZj _ 6 f(^] == . (108) 



stimmten Wert, so dafi filr die Wellenlànge A^ des Maximums 
der Strahlungsintensitàt Ex die Beziehung gilt: 

A„r=è. (109) 

Das Strahlungsmaximum yerschiebt sich also bei Erh5hung der 
Temperatur nach der Seite der ktirzeren Wellenlàngen. 

Der Zahlenwert der Eonstante b ist von Lummeb und 
PniNasHEiH* gemessen worden zu: 

ò = 0,294 cm.grad. (110) 

Paschen' hat einen etwas kleineren Wert gefunden, etwa 0,292. 



^ F. Paschen, Sitzungaber. d. Akad. d. Wiasenscb. Berlio, p. 405 u. 959, 
1899. 0. LiJMMER und £. P&inqsbeih, Verhandlangen der DeutBchen Physi- 
kaliachen Gesellscbaft 1, p. 28 a. 215, 1899. Drudes Ann. 6, p. 192, 1901. 

> 0. LumiEB und £. Prikgsheiv, a. a. 0. 

' F. Paschen, Drudes Ann. 6, p. 657, 1901. 
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Es sei hier tibrigens noch einmal ausdrucUich darauf hin- 
gewiesen, daB nach § 19 das Maximum yon Ex keineswegs auf 
dieselbe Stelle im Spektram fàllt wie das Maximum von S^, und 
daQ daher die Bedeutung der Eonstante b wesentlich mit dadurch 
bedingt ist, daB die Intensitàt der monochromatischen Strablung 
auf Wellenlàngen und nicht auf Schwingungszahlen bezogen wird. 

§ 90, Auch der Betrag des Maximums von Ex ergibt sich 
aus (107), wenn man darìn A = A.^ einsetzt. Dann erhàlt man 
unter Berticksichtigung von (109): 

(111) ^„,ax = const.!r», 

d. h. der Betrag des Strablungsmaximums im Spektrum der 
schwarzen Strablung ist proportional der flinften Potenz der 
absoluten Temperatur. 

Wtirde man die Intensitat der monocbromatischen Strablung 
nicbt durch Ex, sondem durch ^ messen, so erhielte man fiir 
den Betrag des Strablungsmaximums ein ganz anderes Gesetz, 
nàmlicb: 

(112) ftmax = const.r». 

Viertes Kapltel. Strahiung von belieblger spektraler 
Energieverteilung. Entropie und Temperatur monochromatiecher 

Strahiung. 

§ 91. Wir batten das WiENscbe Verscbiebungsgesetz bisber 
nur auf den Fall der scbwarzen Strablung angewendet; dasselbe 
besitzt aber eine nocb yiel allgemeinere Bedeutung. Denn die 
Gleicbung (95) gibt, wie scbon dort bemerkt wurde, fttr jede 
beliebige anfslnglicbe spektrale Yerteilung der im evakuierten 
Hoblraum befindlicben nacb alien Bicbtungen gleicbmàBigen 
Energiestrablung die Ànderung dieser Energieverteilung bei einer 
reversibeln adiabatiscben Ànderung des GesamtYolumens. Jeder 
durcb einen derartigen ProzeB berbeigeftibrte Strablungszustand 
ist YoUkommen station&r und kann unbegrenzte Zeiten lang 
fortbesteben, allerdings nur unter der Bedingung, daB keine 
Spur emittierender und absorbierender Substanz in dem Strab- 
lungsraum vorbanden ist. Denn sonst wùrde sicb nacb § 61 
durcb den auslòsenden EinfluB der Substanz mit der Zeit die 
Energieverteilung auf irreversible Weise, d. b. unter Vermehrung 



Strahlung von bdiebiger spektrcUer Energieverteilung 87 

der G^esamtentropie, in die stabile, der schwarzen Strahlung 
entsprechende Yerteilung verwandeln. 

Der Unterschied dieses allgemeineren Falles gegen den im 
vorigen Eapitel behandelten speziellen ist der, daB man hier nicht 
mehr, wie bei der schwarzen Strahlung, von einer bestimmten 
Temperatur der Strahlung reden kann. Wohl aber besitzt, da 
der zweite Hauptsatz der Thermodynamik als allgemein giiltig 
Yorausgesetzt wird, die Strahlung, wie ùberhaupt jedes in einem 
bestimmten Zustand befindliche physikalische System, eine be- 
stimmte Entropie jS= F-«, und diese Entropie setzt sich, da 
die einzelnen Strahlengattungen unabhSlngig voneinander sind, 
durch Addition aus den Entropien der monochromatischen Strah- 
lungen zusammen, also: 

00 00 

s^Udv, S^V'J^dv, (113) 



wobei g dv die Entropie der in der Volumeneinheit enthaltenen 
Strahlung zwischen den Schwingungszahlen v und v + dv be- 
zeichnet. § ist eine bestìmmte Fanktion der beiden unabhàngigen 
Yeriabeln v und u, und wird im folgenden stets als solche be- 
bandelt werden. 

g 93, W&rde der analytische Ausdruck der Funktion S 
bekannt sein, so kònnte man daraus unmittelbar das Gesetz 
der Energieverteilung im Normalspektrum ableiten; denn unter 
alien spektralen Energieverteilungen ist ja die normale, oder 
die der schwarzen Strahlung, dadurch ausgezeichnet, daB sie das 
Maximum der Strahlungsentropie S aufweist 

Nehmen wir also einmal i^ als bekannte Funktion von v 
und u an, so ergibt sich als Bedingung der schwarzen Strahlung: 

dS^O (114) 

fiir alle beliebigen Variationen der Energieverteilung, welche 
bei konstantem GesamtYolumen Fund konstanter Gesamtenergie U 
der Strahlung mòglich sind. Die Variation der Energieverteilung 
denken wir uns dadurch charakterisiert, dafi die Energie u jeder 
einzelnen bestimmten Schwingungszahl v eine unendlich kleine 
Ànderung ^u erleidet Dann haben wir als feste Bedingungen: 

00 

Sr=zO und fSn •dp = 0. (115) 
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Die ÀDdeniBgen d und d sind nattìrlich ganz unabhàDgig yon- 
einander. 

Nun ist nach (114) und (118), da 5F= 0: 



OD 



^S • rfi/ = 
ó 

oder^ da v unyariìert bleibt: 



co 

J au 



^u«rfv = 



und die Gtiltigkeit dieser Gleichung fbr alle beliebigen Werte 
Yon òvi erfordert mit Rùcksicht auf (115)^ daB 

(116) |^ = con8t 

f&r alle yerschiedenen Schwingungszahlen. Diese Gleichung 
spricht das Gesetz der Energieyerteilung bei der schwarzen 
Strahlung aus. 

§ 98. Die Eonstante der Gleichung (116) steht in einfachem 
Zusammenhang mit der Temperatur der schwarzen Strahlung. 
Denn wenn die schwarze Strahlung bei konstantem Volumen V 
durch Zuleitung einer gewissen Wtonemeuge eine unendlich 
kleine Energieànderung dU erfS,hrt, so ist nach (73) die Ande- 
rnng ihrer Entropie: 

Nun ist aber nach (118) und (116): 

00 00 

8S^ v{^8\xdv^ ^v{S\xdv^^*SU, 
J avi dn J on ' 

u 

folglich ist: 

und die obige GròBe, welche bei der schwarzen Strahlung als 
fiìr alle Schwingungszahlen gleich gefunden wurde, erweist sich 
als die reziproke Temperatur der schwarzen Strahlung. 

Durch diesen Satz erhàlt der Begri£f der Temperatur eine 
Bedeutung auch f)ir StraUuogen yon ganz beliebiger Energie- 
yerteilung. Denn da 9 nur yon u und v abhSngt, so besitzt 
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eine nach alien Richtungen gleichmàBige monochro- 
matische Strahlung, welche eine bestimmte Energie- 
dichte u hai, auch eine ganz bestimmte^ durch (lt7) 
gegebene Temperatur, und unter alien denkbaren 
Energieyerteilungen ist die normale dadurch charakte- 
risieri^ daB die Strahlungen aller Schwingungszahlen 
die n&mliche Temperatur haben. 

Jede Ànderung der Energieverteilong besteht in einem 
Energieilbergang yon einer monochromatisclien Strahlong auf 
eine andere, und je nachdem die Temperatur der ersten oder 
die der zweiten Strahlung hòher ist, bedingt der Energie- 
ùbergang eine Vermehrung oder eine Verminderung der Oesamt- 
entropie, ist also in der Natur ohne Eompensation mòglich 
oder nicht ohne Eompensation mdglich, gerade wie das bei 
dem W&rmetibergang zwischen zwei verschieden temperierten 
Eòrpem zutrifft 

§ 94. Wir woUen nun sehen, was das WiENSche Ver- 
schiebungsgesetz ùber die Abh&ngigkeit der Gròfie d yon den 
Variabeln u und v aussagt. Aus der Gleichnng (101) folgt, 
wenn man sie nach T aufldst und dafiir den in (117] gegebenen 
Wert einsetzt: 

wo F wieder eine gewisse Funktion eines einzigen Arguments 
darstellti deren Eonstante die Fortpflanzungsgeschwindigkeit e 
nicht enthalten. Nach dem Argument integriert ergibt dies bei 
analoger Bezeichnung: 



e 



r^(^)- ("») 



In dieser Form besitzt das WnsNsche Verschiebnngsgesetz fllr 
jede monochromatische Strahlung einzeln, und dadurch auch 
far Strahlungen yon beliebiger Energieyerteilung, Bedeutung. 

§ 95* Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik 
muB die Gesamtentropie einer Strahlung yon ganz beliebiger 
Energieyerteilung bei reyersibler adiabatischer Eompression kon- 
stant bleiben. Den direkten Nachweis dieses Satzes kòuDen wir 
jetzt in der Tat auf Grund der Gleichnog (119) fiihren. £s ist 
n&mlich ftbr einen solchen Vorgang nach Gleichung (113): 
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aa 

8S^{dv{V8% + ^8V) 



(120) ^Jdv f 7 ^ Ju + 8 8V\ . 



Hier ist d, wie stets^ als Funktion yon u und v zu betrachten. 
Nun gilt ftlr eine reversible adiabatische ZustandsSnderuDg 
die Beziehung (95), aus welcher wir den Wert yon Su ent- 
nehmen, so daB sich ergibt: 



Dabei bezieht sich der Dififerentialquotient yon u nach v auf die 
in beliebiger Weise yon yomherein gegebene spektrale Energie- 
yerteilung der Strahlung, er ist daher, im Gegensatz zn den 
partiellen DifferentialquotienteQ, mit demBuchstabene^bezeichnet. 
Nun ist das yollstàndige Differential: 

dv ^ dvi dv dy^ 
folglich, durch Substitution: 

(.2.) .s..r./.,(|(|i-|i)-.«i + ,). 



ÀU8 Oleichung (119) folgt aber durch Differentiation: 

Mithin: y|i = 2»-3u|^. 

dy ou 

Dies in (121) eingesetzt, ei^bt: 



oder: ^S = ^-M* = 0, 

wie es sein muB. DaB das Produkt v ^ auch fìlr t^ =s oo yer- 
schwindet, làSt sich ebenso wie in § 83 bei dem Produkte vn 
beweisen. 

§ 96. Mittels der Oleichung (119) kann man den Gesetzen 
der reyersibeln adiabatischen Eompression eine anschaulische 
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Fassung geben, welche die VerallgemeineraDg der in § 87 fiir 
die scliwarze Strahlung ausgesprochenen S&tze auf eine Strahlang 
Yon beliebiger Snergieyerteilung bildet Za diesem Zwecke 
fiihren wir wieder die ia dem Eubus einer Wellenlànge X ent- 
haltene Strahlangsenergie zwischen den Schwìngnngszahlen v 
und V + dv ein: 

ferner die entsprechende Strahlungsentropie: [ (122) 

endlich die in dem ganzen Strahlongsyolumen V enthaltene 
Anzahl yon Wellenlàngenkuben: 

^ = J^. (123) 

Wenn nun die Strahlung, deren Snergieyerteilong eine ganz be- 
liebige sein mag, durch reyersible adiabatische Eompression auf 
ein kleineres Volnmen V gebracht wird, so ist fbr ein beliebiges 
anderes Interyall yon Schwingungszahlen v' und v'+dv': 

fì'^^dv', a'=^-dv', (124) 

iV'=-^. (125) 

Setzt man nun N^N", also nach (123) und (125): 

F. V» = Tir'» 
und dementsprechend f&r die beiden Interyalle dv und dv': 

Vv^ dv = rp'^ dv' 

oder durch Division: 

dv _ dv' 

V " v' ' 

80 ergibt sich zunàchst aus (99): 

u" _ u 



.folgUch, nach (122) und (124): 



!L^^^^ und a'^a, (126) 

ri dv V ' ^ ' 



da nach (119): 7Ì = "J- 
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Daher kann man sagen: die reversible adiabatische Eompression 
einer Strahlang yon beliebiger Energieyerteilung erfolgt ebenso, 
als ob die Schwingungszahlen v der einzelnen Farben sich in 
der Weise yeiilnderD^ daB ftir jede Farbe die Anzahl der im 
ganzen Volumen enthaltenen Wellenltogenkaben bei der Eom- 
pression ungeàndert bleibt Die in einem solchen Eubns ent- 
haltene monochromatische Strahlungsenergie 97 w9,chst dann pro- 
portional der Schwìngongszahl t/^ und ebenso w9.chst nach (118) 
die Temperatur T der betreffenden Strahlnng, w&hrend dagegen 
die Entropie derselben a konstant bleibt Hiermit ist zugleich 
wiederum der Beweis geliefert, daB die Gesamtentropie der 
Strahlung, als die Summe der Entropien aller darin enthaltenen 
monochromatischen Strahlungen, konstant bleibt 

§ 97. Wir kònnen noch einen Schritt weiter gehen, and 
yon der Entropie d und der Temperatur T einer nach alien 
Bichtungen gleichmS,Bigen unpolarisierten monochromatischen 
Strahlung auf die Entropie und die Temperatur eines einzelnen 
geradlinig polarisierten monochromatischen Strahlenbtiudels 
schlieBen. DaB auch jedem einzelnen Strahlenbùndel eine be- 
stimmte Entropie zukommti folgt nach dem zweiten Hauptsatz 
der Thermodynamik schon aus dem Phànomen der Emission. 
Denn da durch den Akt derEmissionEòrperwSrme in Strahlungs- 
w&rme yerwandelt wird, so nimmt hierbei die Entropie des 
emittierenden Eòrpers ab, und daf&r muB nach dem Satz der 
Yermehrung der Gesamtentropie als Eompensation eine andere 
Form der Entropie auftreten, welche durch nichts anderes be- 
dingt sein kann als durch die Energie der emittierten Strahlung. 
Jedes einzelne geradlinig polarisierte monochromatische Strahlen- 
bilndel besitzt also scine bestimmte Entropie, die nur yon seiner 
Energie und seiner Schwingungszahl abhangen kann, und sich 
mit ihm im Raume fortpflanzt und ausbreitet. Dadurch er- 
halten wir den Begriff der Entropiestrahlung, welche ganz 
analog der Enei^estrahlung gemessen wird durch den Betrag 
der Entropie, die in der Zeiteinheit in einer bestimmten Bichtung 
durch die Fl&cheneinheit hindurchgeht Es gelten daher far 
die Entropiestrahlung genau dieselben Betrachtungen, wie die, 
welche wir yom § 14 an fllr die Energiestrahlung angestellt 
haben, indem jedes Strahlenbilndel auBer seiner Energie auch 
scine Entropie besitzt und befórdert Wir wollen, unter Hinweis 
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aaf die dortigen Aasf&hrangeny hier nur die wichtigsten S&tze 
fùr den spàteren Gebrauch zusammenstellen. 

§ 98. In einem you beliebìger Strahlung erfallten Raume 
ist die Entropie I welche in der Zeit dt dnrch ein Flàchen- 
element dtr in der Bichtung dea Elementarkegels dQ hindarch- 
gestrahlt wird, gleich einem Ausdrack von der Form: 

dt d(r COB& diì* L ^ L 9m& cos & d& dq> da dt . (127) 

Die positive GròBe L nennen wir die ,,spezifi8che Intensitàt der 
Entropiestrahlimg^' am Orte des Fl&chenelements da in der 
Bichtang des Òffhungswinkels dQ. L ist im allgemeinen eine 
Funktion des Ortes, der Zeit and der Bichtang. 

Die Gesamtstrahlung der Entropie darch das Fl9>chen- 
elementefcr nach einer Seite, etwa derjenigen, fiir welche der 
Winkel & ein spitzer ist, ergibt sich dorch Integration tiber (p 

Yon bis 2n, and ùber t9* von bis ~ za: 

da dt* fdq>' ìd& L sm& cob&. 

u 

Ist die Strahlang nach alien Bichtangen gleichmàBig, also L 
konstant, so ist die Entropiestrahlang darch da nach einer Seite: 

nLdadt. (128) 

Die spezifische Intensit&t L der Entropiestrahlang nach jeder 
Bichtang zerf&llt weiter in die Intensit&ten der einzelnen, den 
yerschiedenen Gebieten des Spektrams angehdrigen Strahlen, die 
sich anabhS.ngig yoneinander fortpflanzen. Endlich ist bei einem 
Strahle von bestimmter Farbe und lutensitS^t noch die Art seiner 
Polarisation charakteristisch. Wenn ein monochromatischer 
Strahl Yon der Schwingungszahl v aas zwei yoneinander anab- 
hàngigen^, senkrecht aafeinander polarisierten Eomponenten mit 
den Intensit&ten S, and ^/, den y^Haaptintensitàten^' der Energie- 



1) punabhftngig'^ im Sinne von „ìnkoh&rent'^ Ist z. B. der Strahl mit 
den Hauptintensit&ten ^ und ^' elliptisch polarisiert, so ist seine Entropie 
nicht gleich fi + fi', sondem gleich der Entropie eines geradlinig polari- 
sierten Strahls von der Intensitat ^ + ^'. Denn ein elliptisch polarisierter 
Strahl Iftfit sich ohne weiteres in einen geradlinig polarisierten verwandeln 
und umgekehrty z. B. mittels totaler Reflexion. 
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strahlang (§ 17) besteht, so ist die spezifische Intensitàt der 
Entropiestrahlung aller Schwìngongazablen von der Form: 

00 

(129) L=Jdf^(8. + S;). 



Hierbei sind die positiven GroBen Sy und 2/, die ^,H&^pt* 
intensitàten'^ der Entropiestrahlung yon der SchwiDgungszahl Vy 
durch die Werte von SP» und K/ bestimmt Durch Substitution 
in (127) erh&It man hieraus ftir die Entropie, welche in der 
Zeit di durch das Fl&chenelement d<7 in der Bichtung des 
Elementarkegels dSi hindurchgesti'ahlt wird^ den Ausdruck 



di da COSI?- dnCdv{S^ + S/) 



und filr monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung: 
(130) di da cos* dSÌ %dv^^ dvsm& cosi?- d» dq> da di. 
Fllr unpolarisierte Strahlen ist 2y = Sy', und aus (129) wird: 



00 

= 2/2, 



dv. 



Bei gleichmafiiger Strahlung nach alien Bichtungen ergìbt sicb 
dann fQr die gesamte Entropiestrahlang nach einer Seite, ge- 
mì& (128) 

2ndadi*fQ^dv. 



§ 99. Aus der Intensìtàt der fortschreitenden Entropie- 
strahlung ergibt sich auch der Ausdruck fiir die ràumliche 
Dichte der Strahlungsentropie, ganz ebenso wie die rS,umliche 
Dichte der Strahlungsenergie aus der Intensitat der fort- 
schreitenden Energiestrahlung folgt (Vgl. § 22.) Es ist nàm- 
lich, analog der Oleichung (20), die ràumliche Dichte s der 
Strahlungsentropie im Vakuum in irgendeinem Pnnkte: 

(131) s^^fLdQ, 

wobei die Integration iiber die von dem Punkte nach alien 
RichtuDgen des Raumes ausgehenden Elementarkegel zu er- 
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strecken ist FtLr gleìchm9£ige Strahlung ist L konstant, und 
man erh&lt: 

*«-^. (132) 

Dnrch spektrale Zerlegung der GrdBe L nach der Gleichung (129) 
ergibt sich aus (181) auch die r9>umliche Dichte der mono- 
chromatischen Stràhlungsentropie: 



S = yJ(S + S>di2 



und fiir unpolarisierte nnd nach alien Bichtungen gleichm&fiige 
Strahlung: 

g«l!L?.. (133) 

§ 100. Ùber die Art der Abhàngigkeit der £ntropie- 
strahlung 2 yon der Snergiestrahlung S gibt das WiENSche Ver- 
schiebungsgesetz in der Form (119) sogleich Auskunft. Es folgt 
n&mlich daraus mit BerQcksichtigung yon (133) und (24): 



^^m 



(184) 
und femer, mit Beriicksichtigung von (118): 

Daher auch: 

T^vf{^Y (136) 

oder: ft = ^ip(^). (137) 

Diese Beziehungen sind zwar, wie die Oleichungen (118) 
und (119), zun&chst nur ftbr unpolarisierte und nach alien Bich- 
tungen gleichm&Sige Strahlung abgeleitet, sie beùtzen aber auch 
im Falle beliebiger Strahlung allgemeine Gùltigkeit ftir jeden 
einzelnen geradlinig polarisierten Strahl. Denn da sich die 
einzelnen Strahlen g&nzlich unabhangig voneinander yerhalten und 
fortpflanzen, so kann die Intensitat 2 der Entropiestrahlung eines 
Strahles auch nur yon der Intensitat der Energiestrahlung ^ 
des n&mlichen Strahles abhàngen. Jeder einzelne monochro- 
matische Strahl besitzt also aufier seiner Ekiergie auch seine 
durch (134) bestimmte Entropie und seine durch (136) bestimmte 
Temperatur. 
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§ 101. Die hier yorgenommene Erweitenmg dea Bégri£f8 
der Temperatar auf eìnen einzelnen monochromatischen Strahl 
bringt es mit sichy daB in einem yon beliebigen StraUen dnrch- 
setzten Medium an einer und derselben Stelle dea Mediums im 
allgemeinen unendlich viele yerschiedene Temperaturen bestehen, 
indem jeder einzelne Strahl, der diese Stelle triffit, seine be- 
sondere Temperatar besitzt, ja daB sogar die in der n9>mlichen 
Bichtung fortschreitenden yerschieden gef&rbten Strahlen je nach 
der spektralen Energieyerteilang verschiedene Temperaturen auf- 
weisen. Zu alien diesen Temperaturen kommt schlieBlich noch 
die Temperatur des Mediums selber, welche auch ihrerseits yon 
yomherein ganz unabh&ngig yon der Temperatur der Strahlungist 
Diese Eompliziertheit der Betrachtungsweise liegt aber ganz in 
der Natur der Sache, und entspricht der Eompliziertheit der 
physikalischen Vorgànge in einem solcherweise durchstrahlten 
Medium* Nur im Falle des stabiien thermodynamischen Gleich- 
gewichts gibt es nur eine einzige Temperatur, die dann dem 
Medium selber und alien dasselbe durchkreuzenden Strahlen 
yerschiedener Bichtung und yerschiedener Farbe gemeinsam ist 

Auch in der praktischen Physik hat sich die Notwendigkeit, 
den Begrifif der Strahlungstemperatur yon dem der Edrper- 
temperatur zu trennen, schon seit l&ngerer Zeit geltend gemacht 
So hat man es fUr yorteilhaft gefunden, neben der wìrklichen 
Temperatur der Sonne yon einer ,,scheinbaren'^ oder ,,Effektiy''- 
temperatur der Sonne zu sprechen, d. h. yon derjenigen Tem- 
peratur, welche die Sonne haben mllBte, um der Erde die tat- 
s&chlich zu beobachtende Wàrmestrahlung zuzusenden, wenn sie 
wie ein schwarzer Eòrper strahlen wùrde. Die scheinbare Tem- 
peratur der Sonne ist nun ofifenbar nichts anderes ala die wirk- 
liche Temperatur der Sonnenstrahlen^, sie htogt lediglich ab 
yon der Beschaffenheit der Strahlen, ist also eine Eigenschaft der 
Strahlen und nicht eine Eigenschaft der Sonne. Daher wàre es woU 
nicht nur bequemer, sondem auch exakter, diese Bezeichnung 
auch direkt anzuwenden, statt yon einer doch nur fingierten 
und nur durch Einflihrung einer in Wirklichkeit unzutreffenden 
Voraussetzung yerstàndlichen Temperatur der Sonne zu reden. 



^ im Dorchachnitt genommen, da die Sonnenstrahlen yerschiedener 
Farbe nicht genau die nftmliche Temperatar besitzen. 
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In neaerer Zeit haben Helligkeitsmessungen an mono- 
chromatischem Licht L. Holbobn und F. Eublbaum^ za der 
Einf&hrang des Begrififs der ^^chwarzea'' Temperator einer 
strahlenden Oberfl&che gefiihrt Die schwarze Temperatur einer 
strahlenden Oberfl9rChe wird gemessen darch die Helligkeit der 
Strahlen, welche aie emìttìert, sie ist im allgemeinen fllr jeden 
einzelnen Strahl von bestimmterFarbe, Richtang und Polarisation, 
den die OberflS.che emittiert, eine besondere, und stelli eben 
einfach die Temperatur dieses Strables dar. Statt der unendlich 
yielen ^^schwarzen^' Temperaturen der emittierenden OberflUche 
haben wir hier also eine ganz bestimmte wirkliche Temperatur 
eines jeden emittierten Strables, welche durch seine Helligkeit 
(spezifische Intensit&t) ft und durch seine Schwingungszahl v nach 
Gleichung (136) gegeben ist, ohne jede Btlcksicht auf seine Àb- 
stammung und auf seine Yorgeschicbte. Die numerisch be- 
stimmte Form dieser Gleichung wird unten im § 162 angegeben 
werden. Da ein schwarzer Edrper das maximale Emissions- 
Termògen besitzt, so kann die Temperatur eines emittierten 
Strables niemals hòher sein als die des emittierenden Edrpers. 

§ 102. Machen wir noch eine einfache Anwendung der 
zuletzt gewonnenen Slltze auf den speziellen Fall der schwarzen 
Strahlung. FUr dieso ist nach (81) die gesamte ràumliche 
Entropiedichte: 

s^^aTK (138) 

Also nach (132) die spezifische Intensit&t der gesamten Entropie- 
strahlung nach irgend einer Bichtung: 

L= -^aT^ (139) 

und die gesamte Entropiestrahlung durch ein Fl&chenelement d a 
nach einer Seite, gem9,B (128): 

^aT^dadt. (140) 

Wir woUen jetzt als spezielles Beispiel die beiden HauptsS.tze 
der Thermodjnamik anwenden auf den Fall, daB die Oberflàche 
eines schwarzen Eòrpers von der Temperatur T allseitig getrofifen 
wird Yon schwarzer Strahlung der Temperatur T. Dann emittiert 



^ L. Holbobn und F. Kublbaum, Dbubxs Ann. 10, p. 229, 1903. 
Plamck, Wlrmestrahlung. '7 
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der schwarze Edrper prò Flàcheneinlieit und Zeiteinheit nach 
(7) und (76) die Energie: 



nK^^T^ 



und nach (140) die Entropie: 



3 ' 



Dagegen absorbiert er die Energie: — - T^ und die Entropie: 

Nach dem ersten Hauptsatz ist also die dem Eorper im ganzen 
zugefùhrte Wàrme, positiy oder negatiy, je nachdem T grdBer 
oder kleiner als T ist: 

und nach dem zweiten Hauptsatz ist die Ànderung der Gesamt- 
entropie positiv oder Nuli. Nun Sndert sich die Entropie des 
Eòrpers um -^, die Entropie der Strahlung im Vakuum da- 
gegen um: 

^(T»-n. 

Folghch ist die Ànderung der Gesamtentropie des betrachteten 
Systems prò Zeiteinheit und Fl&cheneinheit: 

Dieso Beziehung ist in der Tat fìlr alle Werte von T und T 
erfilllt Denn der Minimalwert des Ausdrucks auf der linken 
Seite ist Nuli; derselbe wird erreicht fùr 7= T'. Dann ist der 
Vorgang reversibel. Sobald aber T yon T yerschieden ist^ haben 
wir merkliche Entropieyermehnmg, derProzefi ist also irreyersibeL 
Ln besonderen ergibt sich f&r 7 = die Entropieyermehnmg 
gleich 00| d. L die Àbsorption yon W&rmestrahlung durch einen 
schwarzen K5rper yon der absoluten Temperatur Nuli ist mit 
unendlich groBer Entropieyermehnmg yerknlipft, kann also durch 
keine endliche Eompensation rtlckgàngig gemacht werden. Da- 
gegen ist fUr T' = die Entropieyermehnmg nur gleich ^ T^ ^ 

d. h. die Emission eines schwarzen Eorpers yon der Tempe- 
ratur T, ohne gleichzeitige Àbsorption yon WSlrmestrahlung ist 
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irreversibel, lUfit sich aber durch eine Kompensation yon 
mindestens dem angegebenen endlichen Betrage rilckgS.ngig 
machen. In der Tat: I&6t man die yom Eòrper emittierten 
Strahlen wìeder auf ihn zuiUckfallen^ etwa durch geeignete 
Spiegelnng, so wird der KSrper diese Strahlen zwar wieder 
absorbieren, aber notwendigerweise gleichzeitig neue Strahlen 
emittieren^ und hierin liegt die yom zweiten Hauptsatz ge- 
forderte Kompensation. 

Allgemein kann man sagen: Emission ohne gleichzeitige 
Absorption ist irreyersibel, wlQirend dagegen der umgekehrte 
Yorgang: Absorption ohne gleichzeitige Emission, in der Natur 
anm5glich ist 

§ 108. Ein weiteres Beispiel der Anwendung der beiden 
Haupts9.tze der Thermodynamik liefert die oben im § 70 be- 
trachtete irreyersible Ansdehnung einer nrsprtlnglich schwarzen 
Strahlung yon dem Yolumen V und der Temperatur T auf das 
gr5Bere Yolumen V'j aber diesmal bei Abwesenheit jeglicher 
absorbierenden und emittierenden Substanz. Dann bleibt nicht 
nur die Gesamtenergie, sondem auch die Energie jeder einzelnen 
Schwingungszahl p erhalten, also, wenn infolge diffuser Beflexion 
an den W&nden die Strahlung wieder nach alien Richtungen 
gleichfSrmig geworden ist: UyF=u/F', und hierdurch ist nach 
(118) auch Ty, die Temperatur der monochromatischen Strahlung 
yon der Schwingungszahl v^ im Endzustand bestimmt Die Aus- 
ftihrung der BerechnuDg kann allerdings erst mit Hilfe der 
sp&teren Gleichung (233) erfolgen. Die Gesamtentropie der 
Strahlung, d. h. die Summe der Entropien der Strahlungen 
aller Schwìngungszahlen: 



r./v 



dv 



muB nach dem zweiten Hauptsatz im Endzustand gròBer sein 
als im Anfangszustand. Da Ty fUr die yerschiedenen Schwingungs- 
zahlen v yerschiedene Werte besitzti so ist die Endstrahlung 
nicht mehr schwarz. Daher erhàlt man durch nachtr&gliche 
Einbringung eines KohlestHubchens in den Hohlraum eine end- 
liche Ànderung der Energieyerteilung, und die Entropie steigt 
dabei weiter bis auf den in (82) berechneten Wert S. 



Dritter Abschnitt 



Emission und Absorption 

elektromagnetischer Wellen durch einen 

linearen Oszillator. 



Erstes Kapltel. 
Einleltung. Schwingungsgleichung eines linearen Oszillatore. 

§ 104. Das Hauptproblem derTheorìe der W&rmestrahlung, 
dessen Lòsung in diesem Abschnitt yorbereitet werden soli, ist 
die Bestimmung der Energieyerteilang in dem yon der schwarzen 
Strahlung gelieferten Normalspektnim^ oder, was anf dasselbe 
hinanskommt, die Anffindang der im allgemeinen Àusdruck dea 
WiENschen Verschiebungsgesetzes (119) noch unbestìmmt ge- 
lassenen Fanktion F. Zar Behandlung dieser Aufgabe vfiià es 
ndtig sein, n9.her ala bisher auf diejenigen Vorg&nge einzugehen, 
welcbe die Entstehung nnd die Yemichtung der Wtonestrahlen 
bedingen, also anf den Akt der Emission und den der Absorption. 
Bei der Eompliziertheit dieser Vorgànge und der Schwierigkeit, 
dartiber irgendwelche bestimmte Einzelheiten in Erfahrung zu 
bringen, wàre es freilich gànzlich aussichtslos^ auf diesem Wege 
irgendwelche sichere Resultate zu gewinnen, wenn nicht als zu- 
yerlàssiger Fiihrer in diesem dunkeln Gebiete der im § 51 ab- 
geleitete EntOHHOFFsche Satz benutzt werden kònnte, welcher 
besagt, daB ein rings durch spiegelnde WS.nde abgeschlossenes 
Yakuum, in welchem beliebige emittierende und absorbierende 
Eòrper in beliebiger Anordnung yerstreut sind, im Laufe der 
Zeit den stationàren Zustand der schwarzen Strahlung annimmt, 
der yoUstS^ndig bestimmt ist durch einen einzigen Parameter: 
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die Temperatura und insbesondere nicht abhàngt yon der Ànzahl, 
der Beschaffenheit und der Anordnung der ponderablen Eorper. 
Es ist also zur Untersuchung der Eìgenschaften des Zustandes 
der schwarzen StraUong ganz gleichgtiltig, welcher Art die 
Korper sind, welche man im Yakuum befindlich yoraussetzt^ ja 
es kommt nicht einmal darauf an^ ob solche Eòrper in der 
Natur wirklich irgendwo vorkommen, sondem nur darauf, ob 
ihre Existenz und ihre Eigenschaften mit den Gesetzen der 
Elektrodynamik und der Thermodynamik tìberhaupt yertràglich 
sind. Sobald es nur gelingt, fbr irgend eine beliebig heraus- 
gegrìffene spezielle Art und Anordnung emittierender und ab- 
sorbierender Systeme einen Strahlungszustand im umgebenden 
Yakuum nachzuweisen, der sich durch absolute Stabilit&t aus- 
zeichnety so kann dieser Zustand kein anderer sein als der der 
schwarzen StraUung. 

Yon der durch diesen Satz gewàhrieisteten Freiheit Gebrauch 
machend, w&hlen wir uns nun unter alien emittierenden und 
absorbierenden Systemen das denkbar einfachste aus, nSmlich 
einen einzigen ruhenden Oszillator, bestehend aus zwei mit 
gleichen Elektrizitàtsmengen von entgegengesetztem Yorzeicben 
geladenen Polen, welche auf einer festen gerade gerichteten 
Linie, der Achse des Oszillators, gegeneinander beweglich sind. 

Allgemeiner und den nattirlichen Yerh&ltnissen n&her an- 
gepafit wàre es freilich^ die Schwingungen des Oszillators, wie 
sie durch die Bewegungen der beiden Fole bedingt werden, 
statt mit einem einzigen, mit drei Oraden Ton Bewegungs&eiheit 
auszustatten, d. h. dieselben nicht geradlinig, sondem r9>umlich 
Yorauszusetzen. Dieso Annahme làBt sich vollkommen analog 
der hier gemachten einfacheren durchfUhren, entsprechend der 
Zerlegung einer r&umlichen Bewegung in ihre drei geradlinigen 
aufeinander senkrechten Eomponenten. Indessen konnen wir 
uns nach der oben dargelegten prinzipiellen Uberlegung, ohne 
eine wesentliche Einbufie in der Allgemeinheit unserer Betrach- 
tungen beftirchten zu mlissen, yon yomherein auf die Behand- 
lung einer einzigen Komponente beschrànken. 

Dagegen kQnnte es prinzipielle Bedenken erregen, dafi wir 
uns den ganzen Oszillator als ruhend yorstellen, da doch nach 
der kinetischen Gastheorie in Substanzen yon endlicher Tempe- 
ratur alle darin enthaltenen frei beweglichen materiellen Partikel 
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im Mìttel eine bestiminte endliche kmetische Energie der fori- 
schreitenden Bewegung besitzen. Indessen l9£t sich auch dies 
Bedenken heben durch die Erwàgang, dafi mit der kinetìschen 
Energie noch nicht die Geschwindigkeit festgelegt ist Man 
branchi nor den Oszillator, etwa in seinem positiven Pole^ mit 
einer yerhàltnism&Big bedeutenden, elektrodynamisch yollkommen 
nnwirksamen tràgen Masse belastet za denken, um seine Ge- 
schwindigkeit, bei bestimmter kinetischer Energie, nnter jeden be- 
liebigen Betrag herabzndriicken. Diese Ùberlegung hàlt nattirlich 
anch dann noch Stando wenn man, wie es jetzt mehrEach ge- 
schieht, alle TrSgheit auf elektrodynamische Wirkungen zurùck- 
ftihrt Denn diese Wirkungen sind jedenfalls yon ganz anderer 
Art als die im folgenden za betrachtenden, und kònnen sie daher 
nicht beeinflussen. 

Der Zustand des angenommenen Oszillators sei yoUstàndig 
bestimmt durch sein ,,Moment'' f{t), d. h. durch das Produkt 
aus der elektrischen Ladung des auf der positiyen Seite der 
Àchse gelegenen Poles in den Polabstand, und durch dessen 
Dififerentialquotienten nach der Zeit: 

(141) 4r- = ^«- 

Die Energie des Oszillators sei yon der folgenden einfachen 
Form: 

(142) V^\Kr + iLf\ 

wobei K und L positiye Eonstante bezeichnen, die yon der 
Natur des Oszillators in irgend einer, hier nicht nàher zu er- 
Srternden Weise abhàngen. 

§ 105. Wtlrde bei den Schwingungen des Oszillators die 
Energie U genau konstant bleiben, so h&tte man: 

dU^Kfdf + Lfdf:=^0 

oder mit Bilcksicht auf (141): 

(143) Kf{t) + Lf{t)==:0 

und daraus ergS.be sich als allgemeine Lòsung dieser Dififerentiàl- 
gleichung eine rein periodische Schwingung: 

^obei G und & die Integrationskonstanten, und t^^ die Schwingungs- 
zahl prò Zeiteinheit bedeutet: 
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Ein solcher mit konstanter Energie periodisch schwingender 
Oszìllator wttrde weder von dem umgehenden elektromagnetischen 
Felde beeinfluBt werden^ noch wlìrde er irgendwelche Strahlangs- 
wirkungen nach an£en hin aasUben, er kònnte also fiir die 
W&rmestrahlung im umgebenden Vakaum von keinerlei Be- 
deutong sein. 

Nach der Maxwell schen Theorìe bleibt nun aber die 
Schwingongsenergie U des Oszillators im allgemeinen keineswegs 
konstant^ sondem der Oszillator entsendet yermòge seiner Schwin- 
gungen nach alien Bichtungen Eugelwellen in das nmgebende 
Feld hinaus, und hiermit muB nach dem Prinzip der Erhaltung 
der Energie, wenn nicht andererseits yon auBen her Wirkungen 
auf den Oszillator ausgettbt werden, notwendig ein Verlust yon 
Schwingungsenergie, also eine Dàmpfang der Schwingangsampli- 
tade yerbunden sein. Wìr wollen zang.ch8t den Betrag dieser 
Dàmpfang berechnen. 

§ 106. Zu diesem Zweck gehen wir zunàchst yon folgender 
partikul&ren Lòsung der Maxwell schenFeldgleichungen (52) aus: 

^ _ d'F ^ 1 d^F 



dxdx ^* e dydt 

S"" dydx ^y" dxdt 

d*F 1 d*F 



^ _ a«^ 1 d^F ^ _^ 



(145) 



wobei die Funktion F yon x, y, », t der Bedingung gentlgt: 

d^F 



dfi 



6^'AF. (146) 



DaS dieso Qr5Ben wirklich alien fiedingungsgleichungen des 
Feldes genligen, erkennt man direkt dorch Substitation in (52). 
Nehmen wir spezieller an, daB die Funktion F auBer yon 
der Zeit i nur yon der Entfemung r des Feldpunktes x, y^ % yom 
Ànfangspunkt der Eoordinaten abhàngt, so yerwandelt sich die 
Oleichong (146) in: 

dt^ *" r« dr [ dr ) 
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und die allgemeine Losang dieser Dìfferentialgleichung ist: 

(147) F=^f(t-^) + l,,[t + ^), 

wobei f und g zwei ganz beliebige Funktionen eines einzigen 
Argumeiits bedeuten. Die Funktion f entspricht einer Kugel- 
welle, die yom Anfangspunkt der Eoordinaten nach au£en, die 
Funktion g einer Eugelwelle, die yon au£en nach dem Anfangs- 
punkt der Eoordinaten fortschreitet. Die Welle g kommt in der 
Natur nur unter ganz besonderen Urnstànden zu stando (vgL 
unten § 169); wir lassen sie hier fort, da wir jetzt ohnehin 
keinerlei Yon au£en auf den Oszillator fallendo Wellen als yor- 
handen annehmen wollen, und erhalten daher: 

(148) F^l.f(t-^y 

§ 107. Um nun die physikalische Bedeutung der yorliegen- 
den partikulàren Lòsung der MAXWELLSchen Feldgleichungen 
kennen zu lemen, betrachten wir solche Punkte (x, w, x) dea 
FeldeSy welche dem Anfangspunkte der Eoordinaten so nahe 

liegen, daB Air alle Zeiten —f klein ist gegen f. (Wenn f 

periodisch odor nahezu periodisch ist^ so bedeutet dies, dafi die 
Entfemung r yom Anfangspunkt klein ist gegen die Wellenlànge 

im Yakuum.) Dann ist auch — f klein gegen f, und a fortiori 

^f klein gegen /", und hierdurch yereinfachen sich, wie man 

leicht aus dem Ausdruck(148) yon jP'erkennt, dieGleichungen(145) 
folgendermafien: 

d^F ^ 1 d^F 



(149) 



®.= 



e« = 



dxdx ^* dydt 

d^F ^ 1 d*F 



y dydx ^y e dxdt 



Die elektrischen Gleichungen besagen, da£ in der Nahe des An- 
fangspunktes der Eoordinaten das elektrìsche Feld den Gharakter 
eines elektrostatischen hat: 

® = grad -g— = — grad rp 
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mit der Potentìalfunktion: 

also entsprechend einem nach der positìven ;c-Achse gerìchteten 
elektrìschen Dipoi yom Moment f{i). Die magnetischen Gleichongen 
besagen, daS das magnetische Feld in der N&he des Ànfangs- 
punktes der Eoordinaten herrilhrt Yon einem in der Richtang der 
i&-Àchse fliefienden Stromelement, dessen Intensitàt multipliziert 
mit der Lànge den Wert/(Q besitzt. Dies ist genau dasjenige 
Stromelement, welches durch die Momentllndernng des obigen 
Dipois bedingt ist 

Hierdurch ist gezeigt, dafi dorch die Gleichungen (145) 
and (148), welche im ganzen unendiichen Baume mit Àasschlu£ 
des Punktes r = und seiner n&chsten Umgebnng Gtlltigkeit 
besitzen, dasjenige elektromagnetische Feld dargestellt wird, 
welches yon einem im Eoordinatenanfangspunkt befindlichen 
nach der ^-Achse gerìchteten elektrìschen Dipoi Yom Moment f{t) 
herrorgerofen wird. Cm diesen Dipoi mit dem anfangs be- 
trachteten Oszillator idéntifizieren zu kònnen, ist nur noch die 
Einfllhrang der Voraussetzung nòtig, daB fiir alle Zeiten die 

Inneardimensionen des Oszillators klein sind gegen dieGròBe-^, 

also auch, falls der Oszillator perìodisch schwingt^ klein gegen 
die Wellenlànge dieser Schwingnng im Vakanm. Denn sonst 
wùrde das elektromagnetische Feld in der Nllhe des Oszillators 
nicht mehr durch f{i) und f{t) allein bestimmt sein, yielmehr 
wlirde die Schwingung eine merkliche Zeit brauchen, um sich 
Yon einer Stelle des Oszillators zu einer anderen fortzupflanzen. 
§108. ZurBestimmung der yom Oszillator ausgestrahlten 
Energie berechnen wir die Energiemenge^ welche durch eine 
um den Oszillator als Mittelpunkt beschriebene Eugelfl&che 
gem&6 dem PoTNXiKGschen Satze nach auBen stròmt Doch 
darf man nicht etwa die nach dem genannten Satze in einem 
unendhch kleinen Zeitinteryall di durch die EugelflSLche nach 
aufien stromende Energie gleich der wàhrend desselben Zeit- 
interyalls yom Oszillator ausgestrahlten Energie setzen. Denn 
im allgemeinen str5mt die elektromagnetische Energie nicht 
immer in der Richtung nach aufien , sondem sie str5mt ab- 
wechselnd hin und her, und man wlirde auf diese Weise fQr 
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die 6rd£e der Àasatrahlang zu Werten gelangen^ welche bald 
positiy, bald negatiy sind und tiberdies noch wesentlich Yom 
Badius der zugmnde gelegten Kugel abbàngeiiy und zwar in 
der Weisej da£ sie mit abnebmendem Badius ins Unbegrenzte 
wacbsen^ — was dem Begriff der ausgestrablten Energie yrider- 
spricbt Diese wird vielmebr nur dann unabbSjigig Yon dem 
Eugelradius r gefonden, wenn man nicbt fUr ein Zeitelement diy 
sondem fUr eine endlicbe, binreicbend groB gewàblte Zeit den 
Betrag der im ganzen durcb die Eugelflàcbe nacb au£en stromen- 
den Energie berecbnet Sind die Scbwingungen rein periodiscb, 
80 kann man daflir die Zeit einer Periode wàblen; sind sie es 
nicbty was wir bier der Allgemeinbeit wegen annebmen mlissen^ 
so làBt sicb ftir die mindestens notwendige Gr5£e der Zeit von 
Yomberein kein anderes allgemeines Eriterium angeben, als das- 
jenige, da£ die ausgestrablte Energie sicb als unabbàngig ergibt 
Yon dem Badius der zugrunde gelegten Engel. In der Tbeorie 
der Wgrmestrablung bandelt es sicb immer um so scbnelle 
Scbwingungen, daB man bier praktiscb stets mit einer gegen 
eine Sekunde sebr kleinen Zeit auskommt 

Am einfacbsten gestaltet sicb die Berecbnung der durcb die 
Eugelflàcbe strdmenden Energie, wenn wir den Badius r der 

Engel so groB wàblen, daB flir alle Zeiten ^f groB gegen f, 

Dann ist aucb — f groB gegen /*, und a fortiorì —^ f groB gegen f. 

Hierdurcb geben die Feldgleicbungen (145) mit Berilcksicbtigung 
von (146) und (148) ùber in: 



<s. 



jg' + y* 



f{t-i) $. = 0. 



Hier sind die Verh&ltnisse aller Eomponenten unabh&ngig von 
der Zeit, also aach ihre BiclitaDgen konstant, und die Gleichangen: 
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zeigen, daS die elektrische Feldstarke (£, die magnetische Feld- 
8t9xke $ und der BadiosYektor r gegenseitig senkrecht stehen. 
Die magnetische Feldst&rke steht auSerdem senkrecht auf der 
durch die^c-Àchse undr bestimmten Meridianebene, die elektrische 
Feldstarke liegt also in der Meridianebene. Es sind mithin 
reine Transyersalwellen, senkrecht der Meridianebene polarisiert, 
die sich nach au£en fortpflanzen, mit der FeldstSxke: 

wenn & den Winkel des Badiusyektor r mit der «-Achse, der 
Achse des Oszillators, bezeichnei 

Nun ist nach dem PoYNTiNaschen Satz die in der Zeit di 
durch das Engelflàchenelement^^o- ^^r^diì nach au£en stròmende 
Energie: 

^dt da e§ = ^f*{t-^)dP.dt (150) 

''-^i^^^i'^''S-d&d<pr'(t-^)dt, 

also flir die ganze EugelflSlche (9 yon bis 27tj & Yon bis n) 
und fQr das Zeitinteryall yon i bis t + T: 



t+ T 

So' 






In diesem Àusdruck kommt der Eugelradius r nur noch in 
dem Àrgnment yon f yot, und in der Tat ist die hier berechnete 
durch die Kugelflàche yom Radius r in der Zeit yon i hist + T 
nach aoSen 8tr5mende Energie offenbar gleich der in dem gleich- 

langen, aber um — zurllckliegenden Zeitintervall, yon < — — bis 

i — — + Ty yon dem im Mittelpunkt der Engel befindlichen 

Oszillator ausgestrahlten Energie. 

Daher erhalten wir filr die yom Oszillator in der Zeit yon i 
bis<+7'ausgestrahlte oder emittierte Energie den Àusdruck: 



2 

3c» 



fr\{}dt. (151) 
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Nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie ist die in der 
Zeit T ausgestrahlte Energie gleich der in der nàmlichen Zeit 
erfoigten Abnahme der Schwìngongsenergie des Oszillators {7, also: 

rfn^dt JdV 

t t 

oder: 



2 

3c» 



1+ T 



§ 109. Aas dieser far ein relatiy grofies Zeitìntervall T 
glìltigen Beziehung làfit sich natargemSB kein eindeatiger SchluB 
ziehen auf das fìlr jeden einzelnen Zeitpunkt i giiltige Schwingongs- 
gesetz des Oszillators, und in der Tat gentigen auch die hier 
gegebenen Daten noch dorchans nicht, mn den Yerlauf der 
Schwingungen, bei gegebenem Anfangszustand, bis ins einzelne 
eindentìg zu bestimmen. Damit eine exakte Ldsung des 
Schwingungsproblems ùberhanpt Yorhanden ist, mtifite die Natur 
des Oszillators in alien ihren Einzelbeiten, an der OberflSlche 
und im Innem, genau bekannt sein. Dann wftrde aber die Be- 
handlung der Aafgabe mit solchen mathematischen Schwierig- 
keiten yerknapft sein, dafi die allgemeine DurchfQhrung der 
Theorie nicht wohl mòglich wàre. 

Nun ist za bedenken^ dafi es in der ganzen Theorie der 
licht- und W&rmestrahlung gar nicht auf die exakte Ldsung des 
Schwingungsproblems, d. h. auf die absolut genaue Berechnung 
der Schwingungsfunktion f{t) ankommt, sondem nur auf eine 
angenàherte Lòsung von demselben Grade der Oenauigkeit, wie 
ihn die feinsten physikalischen Messungen liefem kònnen. Dieso 
beziehen sich aber, wie schon in § 3 betont wurde, immer nur 
auf solche Zeitinterralle, welche gegen die Dauer einer einzigen 
Schwingungsperiode auSerordentlich groB sind. Daher kònnen 
die Ergebnisse auch der feinsten Strahlungsmessungen niemals 
ùber den Inhalt der Energiegleichung (152) hinausgehen, und 
jedeDifferentialgleichung i^f{(), welche mit dieser Gleichungyer- 
tràglich ist^ liefert ftir den Oszillator ein zul&ssiges Schwingungs- 
gesetz.^ Von dieser Ùberlegung Qebrauch machend wollen wir 



^ Dies gilt immer, wenn nur hinreichend grofie Werte yod T in 
Betracht kommen. Fiir kleinere Werte von T l&Bt sich m5glicherwei8e 



li-- 
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nun aus der Oleichung (152) das denkbar einfachste Schwingungs- 
gesetz fllr den Oszillator ableiten. 

Wllrde man den in (152) mit di maltiplizierten Ausdruck 
direkt gleich Nuli setzen, so erhielte man als Schwingongsgesetz 
eine nichtlineare Differentialgleichnng. Daher fonnen wir das 
Integrai noch um, indem wir schreiben: 

t + T 

(À(^+lV/'^)-lV^^)'^^ = 0. (158) 

t 

Um diese mit (152) ganz identische Gleichung noch welter zu 
yereinfachen, f&hren wir eine neae naheliegende Voraussetzung 
ein, die wir fortan stets festhalten wollen, and deren physi- 
kalische Bedeutung im nàchsten Paragraph erhellen wird. Wir 
setzen n&mlich fest^ daB ftìr alle Zeiten: 

-^ff klein gegen U. (154) 

Diese Bedingong lafit sich durch geeignete Wahl der Eon- 
stanten K and L allgemein erftillen. Denn nach (142) ist im 
allgemeinen: 

yZf von der QrSBenordnang y^*/*, 

also aach yZf yon der QrdBenordnang YKf oder —^f] 

yL 

folglich, darch Sabstitation in (154): 

oder "^VIJ ^®^^ gegen 1. (155) 

Wir wollen zar Abkdrzang schreiben: 

Nach dieser ein fllr allemal gemachten Festsetzang, daB a 
eine kleine Zahl ist, erhalten wir aas (158) in merklicher 
Ann&herang: 

an Stelle der einfachen linearen Differentialgleichang (158) ein anderes 
SchwingungBgesetz aufatellen, das den Vorg&ngen in der Natur noch besser 
angepalit ist. 
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und daxaus^ indem wìr den mit di multiplizierten Aasdrack 
gleich Nuli setzen und den Wert dU aus (142) substìtuiereiiy 
die lineare homogene Differentialgleichnng: 

(158) Kf+Lf^^f = ;^o 

als Schwingangsgleichung des Oszillators. Dieselbe unterscheidet 
sich Yon der Gleichung (143) ftir ungedàmpfte Schwingongen 
durch das Dàmpfungsglied mit f,^ 

§ 110. Dm die Differentialgleichung (158) za integrieren, 
setzen wir: 

(159) /•(0 = e"* + "'. 

Dann wird die Differentialgleichung befrìedigt, wenn 

(160) Jr+ Leo» - -^ù)^ = 0. 

Diese in co kubische Gleichung hat eine reelle positive Wurzel 
und zwei komplexe Wurzeln. Die erstere hat keine physi- 
kalische Bedeutnng, weil hierfìir die Funktion f [t) mit wachsen- 
der Zeit ungeheuer grofie Werte annimmt Daher ber&cksichtigen 
wir nur die komplexen Wurzeln, indem wir setzen: 

(161) o) = a±/9f 09>O) 

und nach Substitution in (160) das Reelle vom Imagin&ren 
trennen: 

K+ L[u^ - ^«) - ^(«8 _ 3^^2) ^ 

und: 2La/9-^(8a«/9-/98) = 0. 

Die zweite Gleichung ergibt: 

(162) /9» = -3c«La + 3a2 

und dies in die erste Gleichung substituiert: 

ir+3c3Laa-8La* + -^ = 0. 



^ Bine direkte Ableitong dieser Gleichung aus der Eléktronentheorìe 
Ì8t kùrziich entwickelt worden yon M. Abraham, Elektromagnetieche Theorie 
der Strahlung (Leipzig, B. G. Teubner), p. 72, 1905. 
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Dieso Gleichung in a hat nnr eine einzige reelle Wurzel. Schreibt 
man aie mit Benntzung von (156) in der Form: 

9a*c^L* , o ara or 2 . 16»' a 



und bedenkty daS 0- eine kleine Zahl ist^ so erhellt^ daB die 
reelle Wnrzel u nahe gleich Nuli ist^ und es ergibt sich mit 
Weglassung der Glieder mit hdheren Potenzeh von u als erste 
Ànn&herung: 

und dementsprechend nach (162): 

/? = /?• (164) 

Die gefundenen Werte von a und /9 denken wir uns in (161) 
und in (159) substituierty setzen dann fùr a/ eine beliebige 
komplexe Eonstante, und erhalten hierauf durch Abspaltung 
des reellen Teiles der Funktion f{t) vom imaginSLren die reelle 
Lòsung der Schwingungsgleichung (158) in folgender Form: 

/•(0= C'e^*cos{^i-&). (165) 

Der Oszillator filhrt also schwach gedàmpfte Schwingungen aus, 
deren Periodo und D&mpfung durch die Werte von /9 und a 
bostimmt sind. Die Amplitude C und die Phasenkonstante 6- 
hSugen vom Anfangszustand ab. 

Bezeichnen wir mit v^ die Anzahl der Schwingungen in 
der Zeiteinheit^ so ist 

also, nach Gleichung (144), bis auf die bogangene kleine Ver- 
nachlàssigung ebonsogrofi wie im Falle der ungedSmpfton 
Schwingungen. 

Filr das logarithmische D&mpfungsdokrement der Schwin- 
gungen, d. h. fùr don natUrlichen Logarithmus des Quotienten 

zweier um die Zeit — einer Schwingung auseinanderliegenden 

Werte von /"(<) ergibt sich; 
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(167) log«"'. =-:^ = ^.2«]/5 = «r, 

wodurch die oben in (156) znr Abkilrzung eingefùhrte Eon- 
stante a eine einfache physikalische Bedeutang erhàlt 

Stati durch die EnergiekoDstanten K und L kann man die 
Nator des Oszillators auch durch die Schwingungskonstanten v^ 
und a charakterisiereny und erhSlt dann aus (166) und (167): 

(168) ir=ii!!l!^, L = 4=^. 

Mit den neuen Eonstanten lautet die Schwingungsgleichung (165): 

(169) f{t) = C'6-*''o<co8(2^y^< - &). 

§ 111. Nachdem wir bisher nur solche Schwingungen des 
Oszillators betrachtet hatten, die ohne jede Einwirkung yon aufien 
erfolgen und daher lediglich in dem Àbklingen einer durch einen 
beliebig gegebenen Anfangszustand bedingten Erregung bestehen, 
wollen wir nun auch noch den allgemeineren Fall untersuchen, 
daB gleichzeitig von auBen her auf den Oszillator gewisse Wir- 
kungen ausgeQbt werden, oder mit anderen Worten, daB der 
Oszillator sich in einem von Yomherein gegebenen elektromagne- 
tischen Felde befindet Die elektrische und die magnetische Feld- 
starke dieses àuBeren Feldes bezeichnen wir von jetzt an mit @ 
und mit ^. Dann erweitert sich die Energiegleichung (157) da- 
durch, daB die Energie U des Oszillators jetzt auBer durch die 
Ausstrahlung yon Energie auch noch durch die Arbeit ge&ndert 
wird, welche das àuBere elektromagnetische Feld an dem Oszillator 
leistet, und dieso Arbeit wird, da die Achse des elektrischen 
Dipois mit der ^Achse zusammenf&llt, f)ir ein Zeitelement dt 
ausgedrftckt durch die GrdBe (S^'df^^d^'f'dt, wobei (£, die 
«-Komponente der SLuBeren elektrischen Feldstarke am Orto des 
Oszillators bezeichnet, d. h. derjenigen elektrischen Feld8t3.rke, 
welche am Orto des Oszillators bestehen wiirde, wenn derselbe 
gar nicht vorhanden wSxe, Die Ubrigen Eomponenten des 
àuBeren Feldes haben keinen EinfluB auf die Schwingungen 
des Oszillators. 

Da nun die Energie U des Oszillators im Zeitelement di 
um den Betrag der angegebenen &uBeren Arbeit yergrdBert 
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wird, 80 ist die wàhrend der hinlànglich groBen Zeit T vom 
Oszillator absorbierte Energie:^ 



fajdi (170) 



und die yervollst&ndigte Energiegleichang (157) lantet: 



« + r 



/(4f-sV^-M^'=«- 



( 



Daraus folgt, weiin man wieder den mit di multiplizierten 
Ausdruck = setzt und den Wert von U aus (142)- substituiert, 
als Schwingangsgleichong dea Oszillators: 

Kf+Lf^-^r^^^ (171) 

oder, wenn man nach (168) fiir die Eonstanten K und L die 
Eonstanten v^ und a einftlhrt: 

l^n^v^^f+An^vJ - 2 ff/^' = 3 (ro»(£,, (172) 

Sobald man aus dieser Gleichung mittels des gegebenen 
Ànfangszustandes und der gegebenen àuBeren FeldstSxke (£^ die 
Schwingungsfunktìon /*(/) des Oszillators berechnet hat^ ist auch 
die Aufgabe geldst, die Riickwirkung des Oszillators auf das 
àuBere elektromagnetische Feld zu bestimmen. Denn auBerhalb 
des Oszillators superponieren sich die Eomponenten des ursprllng- 
lich gegebenen Feldes: die „primàre" Welle und die Eompo- 
nenten der Yom Oszillator emittierten Eugelwelle (145): die 
„sekundare'' Welle, wobei jF' durch (148) gegeben ist, liberali 
einfach durch Addition, und damit ist der ganze Yorgang flir 
alle Zeiten eindeutig bestimmt 



^ Man sieht hieraus, dafi die ^absorbierte Energie'^ im allgemeineu 
auch negativ sein kann, d. h. daB unter Umstiinden dorch die auffallende 
Strahlung dem Oszillator direkt Energie entzogen wird. Beispiele ftir 
diesen (in der Wftrmestrahlung nicht realisierbaren) Fall werden wir im 
«rsten Kapitel des ftinften Abschnitts finden. 

Plasok, WSnnettrahlang. 8 
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Zweites Kapitei. Ein Resonator unter der Einwirkung einer 
ebenen perJodischen Welie. 

§ 112. Als erste ÀQwendung der Scliwingangsgleichnng (1 72) 
betrachten wir den Fall, daB eine ebene eìnfach periodische 
Welle, die sich l&ngs der o^Achse fortpflanzen m5ge und deren 
elektrische Feldstarke in die Richtang der ^Achse f&llt, den im 
Yorigen Eapitel betrachteten Oszillator trifft Dann haben wir 
flìr die prìm&re, erregende Welle nach den allgemeinen Maxwsll- 
schen Gleichungen (52): 

Hierbei ist v die Schwingungszahl, C (positiv) die Amplitude 
und & die Phasenkonstante der prim&ren Welle. 

Die Schwingungen des Oszillators werden im allgemeinen 
Yon seinem Anfangszustand abhàngen. Wenn aber die Zeit t 
hinltoglich grofi genommen wird, n&mlich wenn (tv^ì eine 
groBe Zahl ist, so wird nach (169) der Anfangszustand fUr die 
Schwingungen des Oszillators ^nzlich bedeutungslos werden, und 
dieselben sind dann durch die primàre Welle allein yollkommen 
bestimmt. In diesem Falle, den wir im folgenden ausschliefilich 
betrachten werden, spielt der Oszillator die Bolle eines Reso- 
nators, seine Schwingungen erfolgen in derselben Periode wie 
die der ihn erregenden primàren Welle. Setzt man in die 
Schwingungsgleichung (172) den Wert von ®, fllr den Ort des 
Oszillators x = 0: 

(173) ®,= Ccos{2nvt''&), 
so ergibt dieselbe integriert: 

(174) fi;^ = l^^^ooB{2itvt-&-r), 
wobei .. "< 

(175) c.g, = ^I.^e^. ^-gjO'', 

Um den Winkel y eindeutig zu bestimmen, setzen wir noch 
fest, dafi er zwischen und n liegt. Dann ist sin;^ ebenso 
wie C stets positiv. 
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§ 113. Wenn das Yerhàltnis der Schwingungszahl v der 
primàren Welle zìi der Eigenschwingungszahl v^ des Besonators 
mittelgroB und von 1 merklich verschieden ist, so nimmt^ da tr 
eine kleine Zahl ist^ ctg y groBe Werte an, positìy oder negativ^ 
je nachdem v kleiner oder grOBer ala v^. Dadurch wird der 
Winkel y nahezu oder nahezu n, und die dem sin;^ prò- 
portionale Schwingongsamplitade des Besonators wird klein. 
Auch fiir die GrenzfìLlle v = und i^ = oo werden die Schwin- 
gungen des Besonators unmerklich, da in beiden F&Uen der 

Quotient ^^°^ kleine Werte annimmt. Damit also ein merk- 

liches Mitschwingen des Besonators stattfindet, mUssen die 
Schwingungszahlen v und Vq nahezu ùbereinstimmen. In diesem 
Falle weicht die Phase der Besonatorschwingung merklich ab 
Yon der der primSxen Welle, da der Phasenunterschied gerade y 
betragt. Ftlr v ^ Vq wird die Schwingungsamplitude des Beso- 
nators ein Maximum, und der Phasenunterschied y wird gleich ^ • 

Dann geht in demselben Àugenblick, wo die àuBere Feldst&rke @, 
ihren Maximalwert erreicht, f{{) durch Nuli hindurch, d. h. der 
elektrische Dipoi ist in diesem Augenblick ungeladen und daher 
der Ladungsstrom f{t) in ihm in der gróBten Entwickelung 
begriffen. Ùberhaupt ist dann f{t) einfach proportional @^, 
und damit die yom Besonator absorbierte Energie (170) ein 
Maximum. 

§ 114. Im allgemeinen Falle , bei beliebigem yerh3.1tnis 
von V zu Vqj ist die yom Besonator absorbierte Energie nach (170) 
prò Zeiteinheit: 



^f(£/di = (£j\ 



wo der Wert von (£^ aus (173) zu entnehmen ist, wihrend f 
sich nach (174) ergibt zu: 

f=^-^"^^^i^^^*-^'r) (176) 

= _l^^^[8Ìn(2^v<-*)cosy-cos(23iW-i9-)siny], 

Bedenkt man nun, daB der zeitliche Mittelwert yon Bin{2nvt'~&) 
cos(2i;r vi — &) gleich Nuli, und der von C0B*(2;r vi — &) gleich \ 

8* 
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ist, so folgt fiir die prò Zeiteinheit yom Besonator absorbierte 
£nergìe: 

(177) ^ = »4g5!r, 

also positiv. Da der ganze Vorgang periodisch ist, so muS 
diese Energie zngleich auch die emittìerte Energie darstellen. 
In der Tat ergibt sich aus (176): 

; = ^C08(2;r vt — & -- y) 

und ftlr die Yom Resonator prò Zeiteinheit emittierte Energie 
nach (151): 

Ftlr den zeitlichen Mittelwert der Energie des Besonators ergibt 
sich aus (142) und (168) auf ahnliche Weise: 

(178) ^ 8c«.oy+>>«) p,gi^, 

§ 115. Fassen wir nun die RUckwirkung der Besonator- 
schwingungen auf die primàre Welle kurz ins Àuge. W&hrend 
sich die Eomponenten der FeldstSLrken der primàren und der 
sekund&ren, yom Besonator emittierten Welle liberali einfach 
durch Addition Ubereinanderlagem, ist das mit den Energie- 
strahlungen keineswegs der Fall. Denn schon aus dem Umstand, 
daB der Besonator vermdge seiner Schwingungen nach alien 
Bichtungen des Baumes Energie durch Strahlung emittiert, 
folgt nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie, daB er 
durch scine Schwingungen gleichzeitig der primàren Welle 
Energie entziehen mufi. In der Tat ergibt sich bei n&herer 
Betrachtung, dafi die primàre und die sekund&re Welle da, wq 
sie sich gemeinsam fortpflanzen, n^mlich in denjenigen vom 
Besonator ausgehenden Bichtungen, die mit der positiven a>Achse 
kleine Winkel bilden, stets in der Weise interferieren, daB sie 
sich gegenseitig schw§.chen, und cine direkte Berechnung der 
Energiestròmung nach dem PoTNTiKGschen Satz, auf die aber 
hier nicht nàher eingegangen zu werden braucht, zeigt, daB die 
Schw&chung der primgxen Welle im ganzen genommen gerade 
gleich ist der yom Besonator absorbierten Energie. Der Besonator 
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absorbiert also prò Zeiteìnheit aus der prìmSlren Welle einen 
bestìmmten, durch (177) ausgedrQckten Energiebetrag und zer- 
streut ihn nach alien BichtaDgen. 

Drittes Kapitel. Ein Resonator unter der Einwirkung station&rer 
Warmeetrahiung. Entropie und Temperatur dea Resonators. 

§ 116. Nachdem wir im yorìgen Eapitel die Schwingungs- 
gleichuDg (172) eines linearen Oszillators auf den speziellen Fall 
angewendet haben, dafi eine ebene periodische Welle als Erreger 
dient, woUen wir nns jetzt den Oszillator einer stationàren 
Wàrmesirahlung ausgesetzt denken. Dieser Fall unterscheidet 
sich insofem wesentlich yon dem yorigen, als eine ebene 
periodische Welle niemals, aach nicht bei entsprechend groBer 
Schwingungszahl, als Wàrmesirahlung gedeutet werden kann. 
Denn zu einer endlichen Wàrmestrahiungsintensitat gehòrt 
nach § 16 immer auch ein endlicher Offnungswinkel der Strahlen, 
und nach § 18 immer ein Spektralbezirk yon endlicher Breite. 
Eine absolut ebene und absolut periodische Welle besitzt aber 
den Offnungswinkel Nuli und die Spektralbreite Nuli. Daher 
kann auch bei einer ebenen periodischen Welle weder yon 
Entropie noch yon Temperatur der Strahlung die Rede sein. 
Die nàhere Erklàrung dieses flir die elektromagnetische Theorie 
der Wàrmesirahlung prinzipiell wichiigen Umsiandes werden wir 
im nàchsten Abschniti kennen lemen. 

Wir stellen uns also nun den Oszillator in einem allseitig 
durch yollstàndig reflekiierende Wànde begrenzien^ yon beliebiger 
Wàrmesirahlung erfìillien Yakuum befindlich yor. Dann wird 
sich im Verlauf der Zeii, wie in jedem nach aufien abgeschlossenen, 
mii beliebiger emiitierender und absorbierender Substanz be- 
seizten Baum, ein siationàrer Zusiand herausbilden, in welchem 
das Yakuum yon unpolarìsierter^ nach alien Richiungen gleich- 
màBiger Wàrmesirahlung durchzogen wird. Yon dieser Wàrme- 
sirahlung absorbiert und emiitiert der Oszillator nur solche 
Strahlen^ deren Schwingungszahl nahe gleich v^ isi; folglich libi 
er auf diese, und nur auf diese, einen EinfluB aus. FtLr alle 
Ubrigen Strahlenarten yerhàlt er sich wie eine diathermane 
Substanz: sie streichen tìber ihn hìnweg, ohne ihn zu alterieren 
oder yon ihm alterieri zu werden. 
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§ 117. Wir fragen nun nach dem Zusammenhang, welcher 
nach Eintrìtt des statìonSren Zustandes zwischen den Resonator- 
schwìngongen und der Wàrmestrahlung im Vakaum besteht. 
Die Gleichung (172) verlangt nur die Berùcksichtigung der 
Komponente @, der erregenden Welle am Orte des Oszillators 
als Fankiion der Zeit Diese Gr5&e setzt sich aus alien den 
Oszillator treffenden W9,rmestrahlen zusammen und laBt sich, 
wie kompliziert sie auch sein m5ge, ftir ein begrenztes Zeit- 
intervall, etwa von t =s bis t ^Z, als FouBiEBsche Reihe 
schreiben: 



sQO 



(179) (8.-2'^.co8(l^-^„), 

ii«0 

wobei die Summation tiber alle positiven ganzen Zahlen n zu 
erstrecken ist, wàhrend die Konstanten C^ (positiv) und &^ von 
Glied zu Glied beliebig variieren konnen. Das Zeitintervall X, 
die Grundperiode der FouniEBsclion Beihe, wollen wir so groB 
w&hlen, daB alle Zeiten t, die wir in der Folge betrachten, in 
dies Zeitìntervall hineìnfallen, also <t <%. Daher ist jeden- 
falls das Produkt v^X eine ungeheuer groBe Zahl. AuBerdem 
aber wollen wir immer t so groB nebmen, daB der Zustand des 
Oszillators zur Zeit t == auf die VorgSnge zur Zeit i gar nicht 
mehr von EinfluB ist Dies erfordert, nach (169)| daB das 
Produkt (Tv^t, und um so mehr 

(180) (tvq% eine groBe Zahl 

ist Diese Bedingungen lassen sich ohne weiteres erfliUen^ da 
ja die GroBe von Z nach oben hin durch nichts begrenzt ist 
§ 118. Wenn wir auch iiber die Funktion (£, im einzelnen 
nichts wissen, so steht sie doch in einem angebbaren Zusammen- 
hang mit den Eigenschaften der Wàrmestrahlung. Zunàchst 
haben wir far die ràumliche Strahlungsdichte im Vakuum nach 
der Maxwell schen Theorie: 

u =« -gL.(gj + ^+ gj + ^ + ^ + ^). 

Da nun wegen des station3,ren, nach alien Richtungen gleich- 
m9,Bigen Strahlungszustandes die genannten sechs Mittelwerte 
einander gleich sind, so folgt: 
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und au8 (179): 

femer ftir die spezifische Intensitàt der in irgendeiner Bichtung 
fortschreitenden Strahlung nach (21): 

§ 119« Nehmen wir nun auch die spektrale Zerlegang der 
letzten beiden GleichuDgen vor. Zunàchst haben wir nach (22): 

«=jVdf = -^^Ci. (183) 



Auf der rechten Seite der 31eichung zerfillt die Samme ^ in 
die einzelnen den Ordnungszahlen n entsprechenden Glieder, von 
denen jedes einer einfach periodischen ^^Partialschwingang'' mit 

der Schwingongszahl v ^ ^ entspricht Genau genommen stelli 

diese Beziehung keine Btetige Aufeinanderfolge von Schwingnngs- 

zaUen v dar, da n eine ganze Zahl ist Aber n ist f&r die 

hier in Betracht kommenden Schwingungszahlen so ungeheuer 

groB, daB die den fortlanfenden Werten von n entsprechenden 

Schwingongszahlen v sehr dicht beieinander liegen. Daher 

mnfaBt auch das Interrali dv, obwohl gegen v unendlich klein, 

dennoch eine groBe Anzahl von Partialschwingangen, etwa n\ 

wobei: ^/ 

dv^^^ (184) 

Setzen wir nun in der Gleichung (183) die dem Intervall dv ent- 
sprechenden Energiedichten, die ja von denen der ùbrigen 
Spektralbezirke unabhàngig sind, auf beiden Seiten einander 
gleich, so ergibt sich: 

n 

oder nach (184): 

n 

wobei wir mit CI den Mittelwert von CJ in dem Intervall von 
n bis n + n' bezeichnen. DaB ein solcher Mittelwert, dessen 
GrdBe unabhàngig ist von n', falls nur n' klein gegen n gè- 
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nommen wild, ftberhaupt existierti ist natlirlich nicht von vora- 
herein selbstverstàndlich, sondem durch eine besondere, der 
stationàren WSimestrahlung eìgentùmliche Eigenschaft der 
Fonktion @, bedingt Dagegen l&Bt sich, da viele Glieder zu dem 
Mittelwert beitragen, tiber die GroBe eines einzelnen Gliedes CI 
gar nichts aussagen^ und ebensowenig etwas llber den Zusammen- 
hang zweier aufeinanderfolgender Glieder. Dieselben sind viel- 
mehr ala vdllig unabbUngig voneinander anzosehen. 

In ganz àbnlicher Weise ergibt sich mit Benutzong von (24) 
far die spezifische Intensit&t eines monochromatischen geradlinig 
polarisierten, nach irgendeiner Richtung fortscbreitenden Strahles: 

(186) ^^^^^ci. 

Man ersieht hieraus u. a., daB nach der elektromagnetischen 
StraUangstheorie ein monochromatischer Licht- oder Wàrme- 
strahl keineswegs durch eine einzelne einfach periodische Welle 
dargestellt wird^ sondern stets durch eine Ùbereinanderlagerung 
einer groBen Anzahl von einfach periodischen Wellen^ aus denen 
die Intensitàt dea Strahles durch Bildung eines Mittelwertes sich 
zusammenaetzt Dem entspricht auch die aua der Optik be- 
kannte Tataache, daB zwei Strahlen von derselben Farbe, aber 
verschiedener Herkunft niemals miteinander interferiereUi was 
notwendig der Fall sein milBte, wenn jeder Strahl einfach 
periodisch w&re. 

§ ISO. Nachdem wir den Zusammenhang der den Besonator 
erregenden Schwingung @^ mit der im Vakuum stattfindenden 
Wtonestrahlungy soweit er sich angeben l&St, festgestellt haben, 
berechnen wir die entsprechende Schwingung des Besonators^ 
die sich aus (172) und (179) durch einen einfachen Vergleich 
mit (174) und (175) folgendermaBen ergibt: 

(187) A0-^^"-^^cos(2,.<-^„-yJ. 

USO 

wobei gesetzt ist: 

(188) v~^ und ctgy„ = "-«(;«;.- ^'^ ^ 

Zunàchst erkennt man hieraus, wie schon in § 113 bemerkt 
wurde, daB nur diejenigen in S^ enthaltenen Partialschwingnngen 
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merklichen EinfluB auf die Schwingongen dea Resonators haben^ 
Air welche — nahe gleich 1 ist Wenn v von einem Werte, 

der merklich kleiner ist als Vq, durch v^ hindurch za einem 
Werte, der merklich gr5Ber ist als v^y tlbergeht, so wachst 
der Winkel y von durch -^ hindurch bis n. Je kleiner das 

Dàmpfungsdekrement a des Resonators ist, um so schmaler ist 
das Gebiet der Schwingangszahlen v, in welchem y von oder 
Yon 77 merklich verschieden ist, und um so steiler erfolgt inner- 
halb dieses Gebietes das Anwachsen des Winkels y von bis n. 
Jedoch ist wichtig zu bemerken, dafi, wie klein auch a sei, f&r 
zwei benachbarte Glieder der Summe 2, z. B. ftìr die Ordnungs- 
zahlen n und n + 1, y stets nur sehr wenig verschiedene Werte 
annimmt Denn es ist nach (188): 

ctgr« + i-ctgy, —-^, —, 

also nach (180) klein. Bei dieser Berechnung ist davon Gè- 
brauch gemacht, daB n groB gegen 1 und daB — nahe =» 1. 

Man kann also sagen, daB der Winkel y zwar schnell, aber 
doch merklich stetig von bis n wàchst, wenn v durch v^ 
hindurchgeht Ganz anders yerhalten sich die GrdBen C^ 
und &^f die sich von einem Glied der FouRiEBschen Reihe 
zum andem sprungweise und gludzlich unregelm&Big &ndem 
konnen. 

§121. Die YomResonator inderZeiteinheitabsorbierte 
Energie ergibt sich nach (170) durch die Bildung des zeitlichen 
Mittelwertes von (£^/*, wobei é, aus (179), und f aus (187) zu 
entnehmen ist Die Berechnung ergibt ganz analog dem Aus- 
druck(177): 

n s 00 

Man ersieht auch hier wieder, daS nur diejenigen Partial- 
schwingungen vom Resonator merklich absorbiert werden, deren 
Schwingungszahl v der Eigenschwingungszahl v^ des Resonators 



/ 
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nahe liegt; denn nur fùr diese weicht ^"^^" merklich von 

Nuli ab. 

Divìdieren wir die vom Besonator absorbierte Energie durch 
die spezifische Intensit&t S^ der auf ihn treffenden monochro- 
matìschen Strahlung toh der Schwingungszahl v^, so erhalten 
wir eine OròBe, die wir ak ein MaB fiir das Àbsorptìons- 
yerm5gen des Besonators ansehen kSnnen. 

§ 122. Jetzt fùhren wir den zwar nicht von yomherein 
Belbstverstandlichen, aber durch die elementarsten ErfahruDgen 
auf dem Gebiete der Wàrmestrahluug bewàhrten und von uns 
schon seit dem § 12 fortwahrend benutzten Satz ein, daB das 
Absorptìonsvermògen unabhàngig ist von der Intensit&t der auf- 
fallenden Strahlung. FUr den Torliegenden Fall ergibt sich dann 
durch Vergleichung von (189) und (186), daB der Quotient 



(190) -^ = = A 

unabh&ngig ist von den Amplituden C^. Der Wert von A làBt sich 
leicht aus dem speziellen Fall ableiten, daB alle Amplituden G^ 
einander gleich sind. Dann wird der Mittelwert CI gleich CI 
selber, und es folgt: 



Der Wert der Summe 2 1^^* ^ich am einfachsten berechnen 
durch Verwandlung in ein Integrai Wir schreiben zunUchst: 

OD 



wobei An, die Differenz zweier aufeinanderfolgenden Ordnungs- 
zahlen, gleich 1. Die entsprechenden Schwingungszahlen seien v 

À'n. 

und p + dv, dann ist -«r- ^ dv, und: 



-/ 










wo nun y^ nach § 120 sich stetig mit v àndert. Die Substitution 
von (188) ergibt: 
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A^ ì^ 



/dv^ 1 



Zum Werte dieses Integrala tragen nur diejenigen Glieder merk- 
lich bei, ftir welche v nahezu gleich v^ ist Daher l&Bt sich 
einfacher schreiben: 

00 

A 












und^ wenn man statt v als Integrationsvariable einfiihrt: 



X = 



+ 00 



.. 00 

Somit erhalten wir aus (190): 

2^^^—,-^'^Ci (191) 



und aus (186) f&r die spezifische Intensit&t der monochromatischen 
Strahlang von der Schwingongszahl t^o: 



EbensogroB wie die Tom Besonator in der Zeiteinheit absorbierte 
Energie (189) ist wegen dea stationàren Zustandes die von ihm 
in der Zeiteinheit emittierte Energie^ wie man auch direkt 
durch Berechnong der 3r5Se (151) mit Benntzung von (187) 
finden kann. 

§ 123, Ftir den zeitlichen Mittelwert der Energie dea 
Beaonators endlich ergibt aich aoa (142), (168) und (187) durch 
einen Vergleich mit (178): 

■' — 

oder auch, da zum Wert der Somme nur diejenigen Glieder 
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merklich beitragen^ derenSchwingungszahli' derEigenschwingungs- 
zahl Vq des Besonators nahe liegt: 

^ 32n«a»'o ^ •'' 



Durch Vergleich mit (192) ergibt sich so die einfache Be- 
ziehuDg: 

(193) f^ = 7Vfto 

zwischen der mittleren SchwinguDgsenergie des Besonators und 
der spezifischen Strahlungsintensit&t eines monochromatischen 
geradlinig polarisierten Strahles von der Periode des Beso- 
nators. Hierbei ist besonders bemerkenswert, daB die Dàmpfungs* 
konstante a des Besonators in dieso Belation gar nicht eingeht. 
Femer erh&lt man mit Bùcksicht auf (24): 

(194) u^-^^ 

als Bcziehung zwischen der mittleren Energie des Besonators 
und der rSlumlichen Strahlungsdichte der Schwingungszahl v^ im 
stationàren Strahlungszustand. 

Endlich ergibt sich durch Vergleichung mit (185): 

7. /^ (195) ^=-è^-Ol' 

wodurch die Energie des Besonators direkt in Zusammenhang 
gebrac}it wird mit der elektrischen Feldstàrke (179) der ihn er- 
regenden Welle. Der Mittelwert von Ci ist, wie in (185), zu 
bilden aus einer groBen Anzahl von Partialschwingungen, deren 
Schwingungszahlen v der Eigenzahl v^ des Besonators nahe 
liegen. 

§ 124. Wir denken uns nun mit dem betrachteten System, 
das aus einem gleichm&Big durchstrahlten, von Tollst&ndig und 
diffus reflektierenden W&nden begrenzten Vakuum und dem 
darin befindlichen ruhenden Besonator besteht, eine unendlich 
kleine reversible Zustandsànderung vorgenommen^ etwa so, daB 
wir die Strahlung adiabatisch und unendlich langsam kom- 
prìmieren, wie das im vorigen Abschnitt beschrieben wurde. 
Dann bleibt nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik 
die Qesamtentropie des Systems ungeàndert, dagegen wird durch 
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die Eompression die Intensitàt S jeder einzelnen Schwingungs- 
zahl Ter9iidert, und infolgedessen auch die Energie TI dea Reso- 
nators. Denn diese ist im stationàreii Zustand nach (193) prò- 
portional der Intensitàt S^ der ihn erregenden monochromati- 
schen Strahlung. Der Resonator wird also einen Teil der durch 
die Kompression erzeugten Strahlungsenergie absorbieren und 
diesen Energiebetrag der freien Wàrmestrahlang im Vakuam 
entziehen. 

Zur bequemeren Ubersicht kònnen wir une jeden unend- 
lich kleinen Eompressionsvorgang so in zwei Epochen zerlegt 
denken, daB in der ersten Epoche die Eompression stattfindet 
und dabei die Strahlung sich yerhàlt, als ob der Resonator gar 
nicht Yorhanden wSlre, und daB dann in der zweiten Epoche 
der Resonator soviel Energie aus der ihn erregenden Strahlung 
absorbiert, daB die durch die Vorgànge der ersten Epoche gè* 
stòrte Beziehung (198) wieder in OUltigkeit triti Wàhrend der 
ersten Epoche bleibt nach den Ergebnissen des vorigen Ab- 
schnitts die Entropie der Wàrmestrahlung im Vakuum fiir sich 
konstant; wàhrend der zweiten Epoche aber àndert sich die 
Entropie der Wàrmestrahlung durch Abgabe von Wàrme an 
den Resonator. Da nun die Gesamtentropie des Systems kon- 
stant bleiben muB, so folgt daraus, daB nicht nur derfreien 
Wàrmestrahlung, sondern auch dem Resonator eine 
Entropie zukommt, deren Anderung die Entropie&nderung 
der fireien Wàrmestrahlung gerade kompensiert. Da der thermo- 
dynamische Zustand des Resonators allein von seiner Energie U 
abhàngt, so ist auch die Entropie S des Resonators durch T/bestimmt. 

§ 125. Es ist leicht, die Beziehung zwischen der Entropie 
des Resonators und der ràumlichen Entropiedichte deir mono- 
chromatischen Vakuumstrahlung von der Schwingongszahl v^ im 
stationàren Zustand aufzustellen. Denn nach dem zweiten 
Hauptsatz ist der stationàre Zustand unter alien Zustànden 
dadurch ausgezeichnet, daB in- ihm die Gesamtentropie des 
Systems ein Maximum besitzt Die Gesamtentropie besteht aber 
aus der Entropie des Resonators: S^ und aus der Entropie (118) 
der àuBeren Strahlung: 



• I S dv, 



126 Emission und AbsorpHon Mktromagnetiseh&r WéUen 



wobei V das Volamen des gleichm&fiig durchstrahlten Vakuums 
bedeatet. Dann ist also fOr den absolat stabilen Strahlungs- 
zustand> d. h. ftb: einen Resonator in einem von schwarzer 
Strahlung erfilUten Vakuum toh bestimmtem Volamen: 



00 

ÒS+ rjsidv^o 



oder: ^SV+V 



00 



Die einzige Bedingung, welcher die Varìation S za genùgen hai, 
ist die, daB die Gesamtenergie des Systems die nSjnliche 
bleibt> also: 



SU+vJSndv^O. 



Wir wollen nan die ràumliche Energiedichte u and infolgedessen 
auch die r&amlicheEntropiedichte 9 aller Strahlenarten anvaniert 
lassen bis aaf einen schmalen Spektralbezirk in der Umgebang 
der Schwingongszahl v^, von der Breite Jv^, wobei Jv^ klein 
gegen v^, im tibrìgen aber beliebig ist Dann reduzieren sich 
die letzten Qleichuagen aof: 



and 


^SU+V^JnJv,^0 


Hieraas folgt: 


SU+VSnJv^^O. 


(196) 


dS d9o 
dU "^ du^' 



Die vier Gr56en S, Uj %j i^ hàngen, bei gegebenem v^^ von einer 

einzigen Variabeln ab. Denn «S ist eine bestimmte Fanktion 

Yon Uy %Q eine solche von u^, und U ist mit u^ durch die Be- 

ziehang (194) yerbunden. Man kann daher, bei konstantem v^j 

auch schreiben: 

d8_^dV_ _ e» 

und erh&lt hieraus durch Integration, mit Fortlassung der 
physikalisch bedeutungslosen Integrationskonstanten: 
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^=8^^o (197) 

als BeziehuBg zwischen der Entropie des Resonators und der 
ràumlichen Dichte der Strahlungsentropie von der SchwinguDgs- 
zahl Vq im statioBàreD Zastand. Ferner nach (1S8): 



e 



S^frSo (198) 

als Beziehang zwischen der Entropie des Resonators und der 
spezifischen Intensitàt der monochromatischen geradlinig polari- 
sierten E^ntropiestrahlung von der Schwingangszahl v^. 

§ 126. Die Gleichung (196) besitzt eine einfache physi- 
kalische Bedeutung, sie liefert n&mlich mit Riicksicht auf (117): 

wobei T die Temperatur der den Resonator erregenden Strahlung 
bedeutet Wenn wir also allgemein den reziproken Wert der 

d S 

GròBe ^-=-, welche nur von der Energie und der natiirlichen 

Beschaffenheit des Resonators abhS,ngt, als ,,Temperatur des 
Resonators'^ definieren, so gilt der Satz, daB im stationàren 
Strahlungszustand die Temperatur des Resonators 
gleich ist der Temperatur der ihn erregenden mono- 
chromatischen Strahlung. 

§ 127. Uber die Abhàngigkeit der Entropie S eines Reso- 
nators Yon seiner Energie U kann man etwas erfahren aus dem 
WiENschen Verschiebungsgesetz, indem man etwa in die Form (134) 
desselben v = v^, und ftlr S^ und S^ ^^ ^^^ ^^^ (^^S) ^^^ (1^^) 
ergebenden Werte setzt. Man erh&lt dann: 

(200) 



-(f) 



wobei die Funktion F auBer ihrem Argument nur universelle 
Eonstante enthlQt, also namentlich auch keine auf die natttr- 
liche Beschaffenheit des Resonators beziigliche Eonstante. Dies 
ist die einfachste unter alien bisher von uns auf- 
gestellten Formen des WiENSchen Verschiebungs- 
gesetzes, da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit e in ihr Uber- 
haupt nicht, und die Schwingungszahl v^ nur ein einziges Mal 
in der ersten Potenz vorkommt. Es ist auch leicht zu ver- 
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stehen, daB die Einfachheit der mathematìschen Belatìon ihren 
Grand haben wird in der Einfachheit dea durch die Besonator- 
sch^ingongen dargestellten phjsikalischen Vorganges. 

Dieser Umstand làBt darauf schlieBen, dafi von dieser ein- 
fachen Beziehung aus am ehesten ein Einblick in die Natur 
der Verschiebungsfunktion J^" za gewinnen sein wird. Wenn die 
analjtische Form dieser universellen Funktion gefanden ist, so 
ergibt sich nach § 92 f. ohne weiteres daraus das Gesetz der 
Energieverteilang im Normalspektram. Eine Lòsung dieser Àaf- 
gabe scheint aber nicht mòglich za sein ohne ein nàheres Ein- 
gehen auf dcn Begriff der Entropie^ and dieser Begriff wird, vom 
Standpankte der elektromagnetischen Strahlangstheorie aas, ersi 
dann yoUkommen verstàndlichi wenn man ihn mit dem der 
Wahrscheinlichkeit in Zusammenhang bringt, wie im n&chsten 
Abschnitt nàher aasgefilhrt werden soli. 



Vìerter Abschnitt 

Entropie und Wahrscheinlichkeit. 



Erstes Kapitel. Einieiiung. Grundiegende Sàtze und Deflnftionen, 

§ 12 8, Da mit der Einflilirang von Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen in die elektxomagnetische Strahlungstheorie ein 
Yollkommen neues, den Gnmdlagen der Elektrodynamik gSLnz* 
lich fremdes Element in den Bereich der Untersucbungen ein- 
tritt, 80 erhebt sich gleich za Beginn dieses Abschnitts die 
prinzipielle Vorfrage nach der Berecbtigong und nach der 
Notwendigkeit solcher BetrachtuDgen. Man k5nnte n&mlicb bei 
oberflàcblicher Ùberlegnng leicht zu der SchluBfolgernng neigen, 
daB ftir Wahrscheinlichkeitsrechnungen in einer rein elektro- 
dynamischen Theorie Uberhaupt kein Platz vorhanden wàre. 
Denn da die elektromagnetischen Feldgleichungen zusammen 
mit den Anfangs- und den Grenzbedingungen den zeitlichen 
Verlauf eines elektrodynamiscben Vorganges bekanntlich ein- 
deutig bestimmen, so wàren Betrachtungen, die aufierhalb der 
Feldgleichungen stehen, prinzipiell unberechtigt, in jedem Falle 
aber entbehrlich. Entweder f&hren eie nSlmlich zu denselben 
Ergebnissen wie die elektrodynamiscben G-rundgleicbungen — 
dann wàren sie ùberfllissig; oder sie fiìhren zu anderen Er- 
gebnissen — dann wàren sie unrichtig. 

Trotz dieses scheinbar unausweicblichen Dilemmas steckt 
in jener Ùberlegung doch eine LUcke. Denn die Ergebnisse, 
zu denen in der elektromagnetischen Wàrmestrahlungstheorie die 
elektrodynamiscben Grundgleichungen allein genommen filhren, 
sind keineswegs eindeutig, sondern sie sind im Gegenteil viel- 
deutig, und sogar von unendlich hober Ordnung yieldeutig. 
£niipfen wir, um dies einzusehen, an das spezielle im letzten 

Planck, WArmestrahlung. 9 
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Eapitel betrachtete Beispiel aD, daB ein Besonator von der dori 
betrachteten elementaren Art sich in einem nach alien Rich- 
tungen gleichmàBig dorcbstrahlten Vakuum befindet. Wir zogen 
dort den Schlufi, daB sich im Lanfe der Zeit ein station&rer 
Scbwingungsznstand berstellt^ in welchem die yom Besonator in 
der Zeiteinheit absorbierte nnd emittierte Energie einen kon- 
stanten, der Intensitàt St^ der ibn erregenden monochromatischen 
Strablung proportionaien Wert besitzt Àber diesen SchluB 
konnten wir, wie zu Beginn des § 122 aosdrUcklich bervor- 
gehoben wurde, nar thermodynamiscb, keineswegs elektro- 
dynamiscb begriinden, wàbrend man doch vom Standponkt der 
elektrodynamischen Strablungstheorie aus yerlangen mùBte, daB, 
wie alle Begriffe, so auch alle S&tze der Wàrmestrahlung aas 
rein elektrodynamischen Ùberlegongen heraus entwickelt werden. 
Wollte man nun yersuchen, den allgemeinen ZusammenhaDg 
zwischen der vom Besonator absorbierten Energie nnd der 
Intensitàt der ihn erregenden Strablung ganz ohne die Ein- 
mischung thermodynamischer Erfahningen auf rein elektro- 
dynamischem Wege abzuleiten, so wùrde man bald finden, daB 
es einen solchen allgemeinen Zusammenhang gar nicht gibt, 
oder mit anderen Worten, daB man tiber die vom Besonator 
absorbierte Energie, bei gegebener Intensità der ihn erregenden 
Strahlong, vom Standpunkt der reinen Elektrodynamik aus Uber- 
haupt gar nichts aussagen kann^ solange von den Werten der 
Amplituden C^ und der Phasenkonstanten &^ der einzelnen in 
der erregenden Strablung enthaltenen Partialschwìngungen nichts 
Nàheres bekannt ist Denn sowohl die absorbierte Energie als 
auch die Intensitàt der erregenden Strablung werden durch ge- 
wisse Mittelwerte dargestellt, die aus den GrSBen C^ und &^ 
jedesmal in yerschiedener Weise zu bilden sind, und die daher 
nicht allgemein aus einander berechnet werden k5nnen, ebenso- 
wenig, wie man etwa den Mittelwert yon C^ aus dem Mittelwert 
yon C^ allgemein berechnen kann. Wenn also auch die IntensitSlt 
der Strablung, die yon alien Seiten auf den Besonator fàllt, fiir 
alle Spektralbezirke als Funktion der Bichtung und eyentueÙ der 
Zeit yoUst&ndig gegeben ist, und auch der Anfangszustand des 
Besonators bekannt ist, so lassen sich die Schwingungen des 
Besonators daraus doch noch nicht eindeutig berechnen, auch nicht 
annàhemd, auch nicht ftlr hinreichend lange Zeitepochen. Viel- 
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mehr kann der Sesonator, falla tiber die Einzelwerte der C^ 
and &^ geeignet verftlgt wird^ durch die nS,mliche auffallende 
Strahlungsintensitàt zu g&nzlich yerschiedenartìgen Schwingungen 
TeranlaBt werden. Ja, mr werden spàter, im ersten Kapitel 
dea nàchsteii Abschnitts, einen speziellen, mit alien elektro- 
dynamischen Gesetzen yoUkommen yertrSglichen Vorgang nàher 
besprechen, wo der Besonator, so seltsam das klingt, die yon 
alien Seiten auf ihn fÌEdlende Strahlung yoUstàndig und fort- 
wSlhrend absorbiert^ obne tiberhaupt jemals die geringste Menge 
Energie auszustrahlen (§ 172); femer auch einen anderen Vor- 
gang, wo die yom Besonator absorbierte Energie sogar negatiy 
ist/ wo also die auffallende Strablung dem Resonator Energie 
entzieht^ bis seine Energie gleich Nuli wirdl (§ 173) 

An einem einzigen solchen Beispiel sehen wir, daB durch 
die Intensitàt der erregenden Strahlung die Schwingungen des 
Besonators noch keineswegs bestimmt sind, und daS daher in 
einem Falle, wo nach den Gesetzen der Thermodynamik und 
nach alien Elrfahrungen ein eindeutiges Besultat zu erwarten 
ist, die reine Elektrodynamik yoUkommen im Stìche l^Bt, da 
ftir sie die yorliegenden Daten noch lange nicht hinreichen, um 
die in den elektrodynamischen Di£Perentialgleichungen auftreten- 
den Eonstanten eindeutig zu bestìmmen. 

§ 129» Ebe wir diesen Umstand und die damit fìir die 
elektrodynamische Theorie der W&rmestrahlung yerbundene 
Schwierigkeit welter yerfolgen, m5ge darauf hingewiesen werden, 
daB bei der mechaniscben Wàrmetheorie, speziell der kinetischen 
Gastheorie, genau der gleiche Umstand und die gleiche Schwierig- 
keit yorliegt Denn wenn etwa in einem strdmenden Gase zur 
Zeit < = an jeder Stelle die Geschwindigkeit, die Dichte und 
die Temperatur des Gases gegeben ist und auBerdem die Grenz- 
bedingungen yollstàndig bekannt sind, so wird man nach alien 
Erfahrungen erwarten, daB dadurch der zeitliche Verlauf des 
Vorganges eindeutig bestimmt ist. Vom rein mechaniscben 
Standpunkt aus ist das aber keineswegs der Fall; denn durch 
die sichtbare Geschwindigkeit, die Dichte und die Temperatur 
des Gases sind noch lange nicht die Orte und die Geschwindig- 
keiten aller einzelnen MolekQle gegeben, und dieso mtiBte man 



^ Vgl. die Anmerkang zu § 111. 
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genau kennen, wenn man aus den BewegungsgleichaDgen den 
zeitlicben Verlauf dea Vorganges vollst&ndig berechnen wollte. 
Auch hier Vk&t sich leicht zeigen, daB bei den nàmlicben 
Werten der sicbtbaren Geschwindigkeit, der Dìcbte und der 
Temperator unendlicb viele g3,nzlicb verscbiedenartige Vorg&nge 
mechanisch mSglicb sind, von denen einige den G-mnds&tzen 
der Tbermodynamik, namentlicb dem zweiten Hauptsatz, direkt 
widersprecben. 

§ 130. Aus diesen Ùberlegnngen seben wìr, dafi, wenn es sicb 
um die Berecbnung dea zeitlicben Verlaufs eines tbermodynami- 
scben Vorganges bandelt, sowobl die mecbaniscbe W9xmetbeorie 
als aucb die elektrodynamiscbe Tbeorie der Wàrmestrablong 
mit derjenigen Formulierong der Anfangs- und Qrenzbedingungen, 
welcbe in der Tbermodynamik zar eindeutigen Bestimmung dea 
Vorganges vollkommen binreicbt» keineswegs aaakommt, sondem 
dafi Yom Standpunkt der reinen Mecbanik bez. ESektrodynamik 
betracbtet nocb unendlicb viole L58ungen dea Problema existieren. 
Infolgedeasen bleibt^ falla man nicbt ùberbaupt ganz darauf ver- 
zicbten will, die tbermodynamiscben Vorgànge mecbaniacb bez. 
elektrodynamiacb zu begreifen, nur die eine Mdglicbkeit llbrig, 
durch Einfiibrung von beaonderen ergànzenden Hypotbeaen die 
Anfanga- und Grenzbedingungen inaoweit nSber zu pràzisieren, 
daB die mecbaniscben oder elektrodynamiacben Gleicbungen auf 
ein eindeutigea und mit der Erfabrung ùbereinstimmendea Resultai 
ftihren. Wie man eine derartige Hypotbeae zu formulieren bat, 
dafìir làBt sicb aua den Prinzipien der Mecbanik oder Elektro- 
dynamik aelber nattirlicberweiae kein Anbaltapunkt ge¥minen; 
denn dieae laaaen ja gerade den Fall ganz offen. Ebendeawegen 
ist aber aucb von yornberein jede mecbaniacbe oder elektro- 
dynamiacbe Hypotbeae zulàssig, welcbe eine nàbere^ durcb 
direkte Mesaungen gar nicbt kontrollierbare Spezialiaierung der 
gegebenen Anfanga- und Grenzbedingungen entbàlt Welcber 
Hypotbeae vor den ùbrigen der Vorzug zu geben iat, darùber 
kann die Entacbeidung nur dadurcb gewonnen werden, daB man 
die Reaultate, zu denen die Hypotbeae ftlbrt, binterber im Licbte 
der tbermodynamiacben ErfabrungaaSltze prùft 

§ 131. Nun iat ea aebr bemerkenswert, daB, obwobl bier- 
nacb die definitive PrUfung der veracbiedenen zulàaaigen Hypo- 
tbeaen erat a poateriori erfolgen kann^ man docb acbon durcb 
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eine Betrachtang a priori, ohne sich irgendwie auf die Thermo- 
dynamik za stiitzen, einen festen Anhaltspimkt f&r den Inhalt 
der aaizastellenden Hypothese gewinnen kann. Fassen wir nSm- 
lich einmal wieder das obige Beispiel (§ 128) ins Auge, daS ein 
Resonator bei gegebenem Anfangszustand einer Strahlnng von 
gegebener Intensit&t aasgesetzt ist Dann ist, wìe damala be- 
sprochen wurde, der Schwingungavorgang im Besonator, solange 
man die ankontrollierbaren Einzelwerte der C^ und & in der 
erregenden Strahlung ganz offen làBt^ nnendlich vieldeatìg. Wenn 
man non aber alle die nnendlich yerschiedenen Falle, wie sie 
den yerschiedenen bei der gegebenen Strahlnngsintensit&t m5g- 
lichen Werten der C^ nnd &^ entsprechen, nSher nntersncht^ 
nnd die Besnltate, zn denen sie einzeln ftihren, miteinander yer- 
gleicht» so findet man, daS die nngehenre Mehrzahl dieser F&Ue 
in den Mittelwerten zn ganz iibereinstimmenden Resultaten ftlhrt, 
w&hrend diejenigen Falle, in denen sich merkliche Abweichangen 
zeigen, nnr in verh&ltnismàBig yerschwindend geringer Anzahl 
anftreten, nàmlich dann, wenn gewisse ganz spezielle weitgehende 
Bedingnngen zwischen den einzelnen GròBen C^ nnd &^ erfQllt 
sind. Nimmt man also an, daB solche spezielle Bedingnngen 
nicht gelten, so ergibt sich, wie verschieden auch die Eon- 
stanten C„ nnd &^ im tìbrigen gew&hlt werden mogen, f&r den 
Resonator eine Schwingnng, die, wenn anch natiirlich nicht in 
alien Einzelheiten, so doch in bezng anf alle meBbaren Mittel- 
werte — nnd diese sind die einzigen, welche kontrolliert werden 
k5nnen — eine ganz bestimmte genannt werden kann. Und, 
was nnn das Bemerkenswerte dabei ist: gerade die anf diese 
Weise erhaltene Schwingnng entspricht den Fordemngen dea 
zweiten Hanptsatzes der Thermodynamik, wie im n&chsten Ab- 
schnitt nàher ansgefiihrt werden wird (ygl. § 182). 

In der Mechanik yerh&lt es sich genan ebenso. Wenn 
man, nm auf das yorige Beispiel (§ 129) zurùckznkommen, alle 
nnr denkbaren Lagen nnd Geschwindigkeiten der einzelnen Gas- 
molekùle ins Auge faBt, die mit den gegebenen Werten der 
sichtbaren GFeschwindigkeit, der Dichte nnd der Temperatnr des 
Gases yertr&glich sind, und f&r jede Eombination derselben den 
mechanischen Vorgang genan nach den Bewegungsgleichnngen. 
berechnet, so findet man ebenfalls, daB in der nngeheuren Mehr- 
zahl der Falle VorgS^nge resultieren, die, wenn anch nicht in 
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den Einzelheiteiiy so doch in alien mefibaren Mittelwerten mii- 
einander tibereinstimmen, und die aufierdem dem zweiten Haapt- 
satz der Thermodynamik Geniige leisten. Nur eìnige wenige 
besondere F&Ue, in denen zwischen den Eoordinaten nnd den 
Geschwìndigkeiten der Molekiìle ganz spezielle Bedingangen be- 
stehen, liefem abweichende Ergebnisse. 

§ 13S« Nach diesen Betrachtongen ist klar, daS die Hypo- 
thesen, deren EinfÙhmng oben ala notwendig nachgewiesen 
wnrde, ihren Zweck ToUstandig erftlllen^ wenn ihr Inhalt nichts 
welter besagt, ala daS derartige besondere Ffille, die speziellen 
Bedingnngen zwischen den einzelnen direkt nicht kontroUierbaren 
Eonstanten entsprechen^ in der Natur nicht Torkommen. In der 
Mechanik leistet dies die Hypothese^ ^ dafi die Wtonebewegnngen 
^molekular-ungeordnef' sind, in der Elektrodynamik leistet das 
Entsprechende die Hypothese der j^nattirlichen Strahlung^', welche 
besagt, daB zwischen den zahlreichen yerschiedenen Partiai- 
Bchwingungen (179) eines Strahles keine anderen Beziehongen 
bestehen, als diejenigen, welche dnrch die meBbaren Mittelwerte 
bedingt sind (§ 181). Wenn wir zar Abkilrzang alle Znstande 
und alle Yorgànge, ftir welche eine solche Hypothese gilt^ als 
^,elementar ungeordnef' bezeichnen^ so liefert der Satz, dafi in 
der Natnr alle Zustànde und alle Vorgànge, welche 
zahlreiche unkontrollierbare Bestandteile enthalten, 
elementar ungeordnet sind, die Vorbedingung, aber auch 
die sichere Gewàhr ftir die eindeatige Bestimmbarkeit der mefi- 
baren Vorgànge, sowohl in der Mechanik als auch in der 
Elektrodynamik, und zugleich ftir die Gùltigkeit des zweiten 
Hauptsatzes der Thermodynamik, womit dann selbstverstàndlich 
auch der fìir den zweiten Hauptsatz charakteristische Begriff der 
Entropie und der damit unmittelbar yerbundene der Temperatur 
scine mechanische bez. elektrodynamische Erklàrung finden mufi. 
Zugleich folgt hieraus, dafi die Begriffe der Entropie und der 
Temperatur ihrem Wesen nach an die Bedingung der elemen- 
taren Unordnung geknlipft sind. EHne rein periodische absolut 
ebene Welle besitzt weder Entropie noch Temperatur, weil sie 



^ L. BoLTzxANN, Vorlesungen iiber Grastheorie, 1, p. 21, 1896. Wiener 
Sitzungsber., 78, Juni 1878, am SchluB. Vgl. auch S. H. Burbubt, Nature, 
51, p. 78, 1894. 
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gar keine unkontrollierbaren Gr5fien enth&lt^ also auch nicht 
elementar nngeordnet sein kann, ebensowenig wie das bei der 
Bewegang eines einzelnen starren Atoms der Fall ist Erst das 
nnregelm&Bige Zasammenwirken sehr vieler Partialachwingiingen 
verschiedener Perìoden, die sich nnabhàngig yoneinander nach 
den yerschiedenen Bichiniigen des Baumes fortpflanzen, oder 
das ungeregelte Darcheinanderschwirren sehr yieler Atome schafft 
die Vorbedingung f&r die Gtìltigkeit der Hypothese der elemen- 
taren UnordunDg und somit fttr die Existenz einer Entropie und 
einer Temperatur. 

§ 133. Welche mechanische bez. elektrodynamische GrSfie 
stellt non aber die Entropie eines Zostandes dar? Offenbar 
hàngt diese Grdfie irgendwie mit der ,^WaIirscheinlichkeit<' des 
Zustandes zusammen. Denn da die elementare Unordnang und 
der Mangel jeglicher EinzelkontroUe zum Wesen der Entropie 
gehòrt, so kSnnen nur kombinatorische oder Wahrscheinlichkeits- 
betrachtangen die nStigen Anhaltspunkte zur Berechnung ihrer 
GrdSe liefem. Schon die Hypothese der elementaren Unordniing 
selbst ist ja ihrem Wesen nach ein Wahrscheinlichkeitssatz, da 
sie aus einer ungeheuren Anzahl von gleichmdglichen Fàllen 
eine bestimmte Anzahl herausgreift und dieselben als in der 
Natar nicht existent bezeichnet 

Da nan der Begriff der Entropie^ ebenso wie der Inhalt 
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, ein universeller 
ist, und da andererseits die Wahrscheinlichkeitss&tze nicht minder 
uniyerselle Bedeutung besitzen, so ist zu yermuten, daB der 
Zusammenhang zwischen Entropie und Wahrscheinlichkeit ein 
sehr enger sein wird. Wir stellen daher unseren femeren Aus- 
fOhrungen folgenden Satz an die Spitze: Die Entropie eines 
physikalischen Systems in einem bestimmten Zustand 
hàngt lediglich ab yon der Wahrscheinlichkeit dieses 
Zustandes. Die Zul&ssigkeit und Fruchtbarkeit dieses Satzes 
wird sich sp&ter in yerschiedenen FSllen zeigen. Einen all- 
gemeinen strengen Beweis desselben zu liefem werden wir aber 
hier nicht yersuchen. Ja, ein derartiger Versuch wùrde offenbar 
an dieser Stelle nicht einmal einen Sinn haben. Denn solange 
die ,yWahrscheinlichkeit<* eines Zustandes nicht zahlenm&Big 
definiert ist, l3£t sich der obige Satz auch nicht zahlenm&Big 
auf scine Richtigkeit prilfen. Man k5nnte segar yielleicht auf 
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den ersten Blick yermuteny daS er aus diesem Grande tiberhaupt 
keinen bestimmten physikalischen Inhalt besitzt. Indessen l&Bt 
sich darch eine einfache Deduktion zeigen, daS man, ohne noch 
auf den Begrìff der Wahrscheinlichkeit eines Zustandes n&her 
einzugehen, anf Grand des obigen Satzes doch schon in der 
Lage ìst, die Art der AbhUngigkeit der Entropie Ton der Wahr- 
scheinlichkeit ganz allgemein za fixieren. 

§ 134. Bezeichnet nSjnlich S die Entropie, W die Wahr- 
scheinlichkeit eines physikalischen Systems in einem bestimmten 
Zostand, so besagt der obige Satz, dafi 

(201) S^nW), 

wobei f{W) eine nniverselle Funktion des Argoments W bedentet. 
Wie man non anch W n&her definieren m5ge, soviel l&6t sich 
jedenfalls dem mathematischen Wahrscheinlichkeitsbegriffe als 
feststehend entnehmen, daB die Wahrscheinlichkeit eines Systems, 
das aus zwei Toneinander ganz nnabhSngigen Systemen za- 
sammengesetzt ist, gleich dem Prodakte der Wahrscheinlich- 
keiten der beiden Einzelsysteme ist Denken wir ans z. B. als 
erstes System irgendeinen Edrper auf der Erde, als zweites 
System einen durchstrahlten Hohlraom auf dem SiriuSy so ist 
die Wahrscheinlichkeit daf&r, dafi sich der irdische Edrper in 
einem bestimmten Zustand 1, und zugleich die Hohlraumstrahlung 
in einem bestimmten Zustand 2 befindet: 

(202) W^W^.W^j 

wenn W^ und W^ die Wahrscheinlichkeiten daflir sind, dafi sich 
das betreffende System in dem betreffenden Zustande befindet 
Sind nun S^ und S^ die Entropien der Einzelsysteme in den 
beiden Zust&nden, so ist nach (201): 

Aber nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ist 
die Gesamtentropie beider voneinander unabh&ngigen Systeme: 
S« 5i + S,, folglich nach (201) und (202): 

f{W,W,)^f{W,) + f{W,). + t 

Aus dieser Funktionalgleichang l&fit sich /"berechnen. Differentiiert 
man nftmlich auf beiden Seiten nach TT^, bei konstantem W^y 
so kommt: 
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Dìfferentiiert man ferner nach W^, bei konstantem W^, so kommt: 

oder f{W) + Wf{W) = . 

Das aUgemeine Integrai dieser Differentialgleichang zweiter 
Ordnung ist: ^ C 

f{W)^kloeW+ const Also nach (201): 

S^k\ogW+ const , (203) 

wodurch die Abhàngigkeit der Entropie yon der Wahrscheinlich- 
keit allgemein bestìmmt ist Die uniyerselle Integrationskonstante k 
ist fbr ein irdisches System dieselbe wie f&r ein kosmisches^ und 
wenn ihr nnmerischer Wert f&r dieses bestimmt ist, gilt er 
auch f&r jenes. Die zweite, additive, Integrationskonstante hat, 
weil die Entropie S eine willkUrlicIie additive Eonstante ent- 
hSlt, keine physikalische Bedeutnng, nnd kann nach Belieben 
fortgelassen werden. 

§ 135. Die Beziehung (203) enthàlt eine aUgemeine Methode, 
um den Ausdmck der Entropie 8 durch Wahrscheinlichkeits- 
betrachtiingen za berechnen. Doch wird dieselbe natiirlich erst 
dann yon praktischem Nutzen, wenn die Grdfie W der Wahr- 
scheinlichkeit eines physikalischen Systems in einem gegebenen 
Zustand zahlenm&8ig angegeben werden kann. Die Aufsuchnng 
der allgemeinsten nnd pràzisesten Definition dieser Grdfie geh5rt 
za den wichtigsten Aufgaben der mechanischen bez. elektro- 
dynamischen W&rmetheorie. Zanàchst erfordert sie ein n&heres 
Eingehen aaf den Begriff des „Za8tandes'' eines physikalischen 
Systems. 

Unter dem „Zastand'^ eines physikalischen Systems zu einer 
bestimmten Zeit yerstehen wir den Inbegriff aller derjenigen 
yoneinander anabhSngigen Gr5fien, darch welche der zeitliche 
Verlaaf der in dem System stattfindenden Vorgànge, soweit sie 
der Messong zagànglich sind, bei gegebenen Grenzbedingongen 
eindeutig bestimmt wird; die Eenntnis des Zastandes ist also 
genan àqniyalent der Eenntnis der „Anfiingsbedingangen". Daher 
ist z. B. bei einem aas anyerlUiderlichen Molektilen bestehenden 
G^se der Zastand bestimmt darch das Gesetz der Banm- and 
Geschwindigkeitsverteilang, d. L darch die Angabe der Anzahl 
der MolektQe, deren Eoordinaten and Geschwindigkeitskompo- 
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nenten innerhalb je eines einzelnen kleinen ^^Interyalls'' oder ^,Ge- 
bietes'^ liegen. Die auf die yerschiedenen Gebiete enifiedleiiden 
Molekùlzahlen sind im allgemeinen ganz nnabhàngig voneinandery 
da der Zostand ja kein Oleichgewichts- oder station&rer Zustand 
za sein braucht; aie miissen also alle einzeln bekannt sein, wenn 
der Zustand dea Gases als gegeben betrachtet werden soli Dagegen 
ist es fbr die Charakterisierang des Zustandes nicht erforderlich, 
nàhere Details bezùglich der innerhalb eines einzelnen Elementar- 
gebiets befindlichen Molek&le anzugeben; denn hier tritt als Er- 
gànzong die Hypothese der motekolaren Unordnung ein, welche 
trotz der mechanischen TJnbestimmtheit die Eindeutigkeit des 
zeitlichen Vorganges Terbùrgt 

Bei einem Licht- oder W&rmostrahl ist der Zustand be- 
stimmt durch die Richtung, die spektrale Energieverteilung, und 
^K.\ c^,| den Polarisationszustand (§ 17). Naheres ùber die Amplituden 
und Phasen der einzelnen periodischen Partialschwingungen des 
Strahles zu wissen ist nicht ndtig, da auch hier die Hypothese 
der elementaren Unordnung als EIrgànzung eingreift. 

Man sieht, dafi der so definierte Zustandsbegrifi^ im statisti- 
schen Sinne, wohl zu unterscheiden ist Yon dem Zustands- 
begrifif im absolut mechanischen oder elektrodynamischen Sinne, 
nach welchem ein Zustand erst dann als gegeben betrachtet 
werden darf, wenn die Eoordinaten und Geschwindigkeitskom- 
ponenten jedes einzelnen Molektìls, bez. die Amplituden und 
Phasen aller einzelnen Partialschwingungen genau bekannt sind. 
In einem derartigen Zustand wìlrden gar keine unkontrollier- 
baren Memento mehr Torkommen und daher auch keinerlei 
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen am Platze sein. 

§ 136. Wenn wir nun yon der Wahrscheinlichkeit IT eines 
bestimmten dementar ungeordneten Zustandes reden, so ist damit 
ausgedrUckt^ dafi ein solcher Zustand auf yerschiedene Arten 
realisiert werden kann. Denn jeder Zustand, der viole gleichartige 
unkontrollierbare Bestandteile enthàlt, entspricht einer gewissen 
,,Verteilung'S nS^mlich im ersten Beispiel der Verteilung der 
Eoordinaten und der Geschwindigkeitskomponenten auf die Gas- 
molekttle, im zweiten Beispiel der Verteilung der Amplituden 
und Phasen auf die einzelnen Partialschwingungen. Eine Ver- 
teilung ist aber immer eine Zuordnung einer Gruppo Ton unter 
sich gleichartigen Elementen (Eoordinaten, Geschwindigkeits- 
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komponenten, Amplituden, Phasen) zu einer anderen Grappe 
Yon unter sich gleichartigen Elementen (Molekùlen, Partialschwin- 
gungen). Solange man nun einen bestìmmten Zastand ins Auge 
fafity kommt es offenbar nnr darauf an^ wleviel Elemente der 
beiden Gmppen einander wechselseitig zugeordnet sind, nicht aber 
darauf^ welche indivìduellen Elemente der einen Gruppe be- 
stimmten individuellen Elementen der anderen Grappe zugeordnet 
sind. Daher kann ein bestimmter Zastand dnrch eine grofie 
Anzabl yoneinander yerschiedener individaeller Zaordnangen za- 
stande kommen. Nennen wir also jede besondere Verteilang, bei 
der die Elemente der einen Grappe den Elementen der anderen 
Grappe individaell zugeordnet sind, eine ^^Eomplexion''^ so enthàlt 
ein bestimmter Zastand im allgemeinen eine gro8e Anzahl Ton 
verschiedenen Eomplezionen. Dieso Zahl, d. h. die Anzahl 
der Eomplexionen, welche ein gegebener Zastand um- 
faBt, definieren wir nan als die Wahrscheinlichkeit W des 
Zustandes, and erbai ten dadurch ein Mittel, am in gegebenen 
Fàllen W and dann ans (203) die Entropie 8 des Zastandes za 
berechnen. Nàhere Erlàuterungen ùber die Art dieser Be- 
rechnung werden in den nàchsten beiden Kapitein aasfbhrlich 
zar Sprache kommen. 

§ 137. Hier sei nnr noch auf einen Punkt hingewiesen, 
in dem sich die hier gebraachte Definition der Wahrscheinlich- 
keit Ton der sonst tiblichen der mathematischen Wahrschein- 
lichkeit eines Ereignisses unterscheidet Die letztere wird be- 
kanntlich als ein echter Bruch definiert, nàmlich als der Quotient 
aus der Anzahl der dem Ereignis gtinstigen durch die Anzahl 
aller gleichmdglichen Falle. Im Unterschied dayon wird hier die 
Wahrscheinlichkeit W eines physikalischen Zastandes durch eine 
ganze Zahl, und zwar durch eine groBe Zahl ausgedrQckt. Man 
kònnte yersucht sein^ den Unterschied der beiden Definitionen 
dadurch zu beseitigen^ da8 man die Anzahl der Eomplexionen, 
welche ein Zustand umfaBt, noch dividiert durch die Anzahl 
„aller mdglichen" Komplexionen, und diesen Quotienten als die 
Wahrscheinlichkeit des Zustandes bezeichnet. Allein es wtirden 
hier bei der Frage nach der Anzahl aller mòglichen Eomplexionen 
unter Umstànden Schwierigkeiten entstehen, die wir lieber ver- 
meiden wollen, indem wir jene Frage gar nicht aufwerfen und 
bei der oben gegebenen Definition der Wahrscheinlichkeit W 
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eines Znstandes stehen bleiben. Flir die Berechnung der Entropie 
wird der besprocheDe Unterschìed ohnehin belanglos, da er 
nach (203) nur aaf die Hinzuflìgung einer additìven negatiyen 
Eonstanten hinanslSLuft 



Zweites Kapitel. Entropie eines ideaien einatomigen Gases. 

§ 138. Im Yorigen Kapitel warde die Berechtigung und 
die Notwendigkeit der Einfiihrung von Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen in die mechanische und in die elektrodynamische 
Theorie der Wànne nacfagewiesen, und aus dem allgemeinen 
Zusammenliang der Entropie /S mit der Wahrscheinlichkeit W, 
welcher in der Gleichung (208) ausgedrtickt ist, eine Methode 
abgeleitety um die Entropie eines physikalischen Systems in 
einem gegebenen Zustand zu berechnen. Bevor nun diese 
Methode zur Bestimmung der Entropie der strahlenden Wàrme 
angewendet wird, soli sie in diesem Kapitel dazu benutzt werden, 
um die Entropie eines ideaien einatomigen Gases in einem 
beliebig gegebenen Zustand zu berechnen. Alles Wesentliche 
dieser Berechnung findet sich zwar schon in den zum Teil 
noch welter ausgreifenden Untersuchungen yon L. Boltzmann ^ 
tìber die mechanische Theorie der Wàrme; indessen wird es 
sich doch empfehlen^ hier auf jenen ganz einfachen Fall be- 
sonders einzugehen, einmal um die Berechnungsweise und die 
physikalische Bedeutung der mechanischen Entropie mit der- 
jenigen der Strahlungsentropie bequemer vergleichen zu kdnnen, 
dann aber hauptsàchlich deshalb, um die Bedeutung der uni- 
yersellen Konstanten k der Gleichung (203) in der kinetischen 
Oastheorie klar hervortreten zu lassen; und dazu genQgtnatQrlich 
die Behandlung eines einzigen speziellen Falles. 

§ 139. Wir denken uns ein ideales, aus N gleichartigen 
einatomigen Molektilen bestehendes Gas in einem gegebenen 
Zustand und fragen nach der Entropie des Gases in diesem 
Zustand. Da der Zustand als gegeben vorausgesetzt ist^ so ist 
das Gesetz der Raum- und der Geschwindigkeitsyerteilung als 
bekannt anzunehmen (§ 135). Betrachten wir also das Raum- 

^ L. BoLTZHAKK, SitzuDgsber. d. Akad. d. Wissensch. za Wien (II) 76, 
p. 878, 1877. Vgl. auch Gastheorie 1, p. 38, 1896. 
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gebiet, welches durch die Raumkoordinaten x, y, z nnd ihre 
Differentiale dx, dy, dz, und das Geschwindigkeitsgebiet, welches 
durch die Geschwindigkeitskomponenten |, r, f und ihre Differen- 
tiale d^, dfiy d^ charakterisiert wird, so ist die Anzahl der 
Molekiile, deren Eoordinaten und Geschwindigkeiten zugleich in 
diesen beiden Gebieten liegen, als gegeben anzusehen. Die Aus- 
dehnung eines solchen ,^Elementargebietes<^ 
dx'dydz'd^*df]'d^ ss da 

ist klein gegen die àufiere Begrenzung des Gesamtgebietes^ aber 
doch immerhin so grofi zu denken^ daB sich yiele Molekille 
darin befinden; denn sonst kònnte der Zustand nicht elementar 
ungeordnet sein. Wir setzen daher die Anzahl der in dem 
Elementargebiet da befindlichen Molektile gleich: 

f[x,y,z,lfi,^'da. (204) 

f ist hier als eine endliche bekannte Funktion der Eoordinaten 
und der Geschwindigkeitskomponenten anzusehen, deren analyti- 
scher Ausdruck das gesamte Verteilungsgesetz und damit den 
Zustand des Gases eindeutig darstellt. Denn auf die speziellere 
Anordnung der Molekiile innerhalb eines einzelnen Elementar- 
gebietes kommt es weiter nicht an. Wir wollen f als stetig 
und differentiierbar yoraussetzen; im tlbrigen muB fwxv die eine 
Bedingung erf&Uen, dafi sich durch Integration tlber alle Elementar- 
gebiete die Gesamtzahl der Gasmoleklile ergibt: 



/ 



fda^N. (205) 

§ 140. Es handelt sich jetzt im wesentlichen um die Be- 
stimmung der Wahrscheinlichkeit W f&r die gegebene Raum- 
und Geschwindigkeitsverteilung, welche nach § 136 gleich ist 
der Anzahl yon Eomplexionen, die dieser Yerteilung entsprechen. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir zunàchst, was bisher nicht wesent- 
lich war, alle Elementargebiete da als gleich grofi an. 

Nun kann man die gegebene Raum- und Geschwindigkeits- 
yerteilung anschaulich illustrieren dadurch, dafi man die ver- 
schiedenen gleich grofien Elementargebiete numeriert, die Nummem 
nebeneinander schreibt, und unter jede Nummer die Anzahl der 
Molektile setzt, welche in dem betreffenden Gebiet liegen. HiLtten 
wir z. B. nur 10 Molekiile und nur 7 Elementargebiete^ so wtìrde 
eine bestimmte Yerteilung durch folgendes Ziffernbild dargestellt: 
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welches besagt, dafi 








1 Molekm im 1. 


Elementargebiet, 




2 MoIekQle „ 2. 
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OMolekal „ 3. 




•* 




„ „ 4. 




J> 




1 „ » 5. 




?» 




4 MolekOle „ 6. 




•> 




2 II » •• 




„ liegen. 





Diese bestimmte Verteilung kann nnn dnrch viele yerschiedene 
individuelle Zaordnniigen oder Eomplexionen realisiert werden, 
je nachdem ein bestìmmtes ina Ange gefaBtes Molektll in dieses 
oder in jenes Elementargebiet za liegen kommt. Um sich eine 
einzelne derartige Eompleadon zu yersinnbildlichen, kann man die 
MolekUle mitZiffem yersehen, diese nebeneinander schreiben, und 
unter jede Molekiilziffer die Nummer desjenigen Elementargebiets 
setzen, welchem das betreffende Moleklil bei dieser Eomplezion 
angehdrt Fiir die oben angefiihrte Verteilnng erhalten wir so 
als Ausdruck einer einzelnen dazagehdrigen beliebig heraus- 
gegriffenen Eomplexion das folgende Ziffernbild: 

r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
^ ^ 1617562266 7. 

Hierdorch ist ausgedrilckt, daB 

das 2. Molekfll . . . im 1. Elementargebiet, 
„ 6. u. 7. Molekal . . „ 2. „ 

„ 4. Moleklil . . . ;, 5. „ 

„ 1., 5., 8. u. 9. Molekal „ 6. „ 

„ 3. u. 10. Molekill . „ 7. „ liegt 

Wie man durch einen Vergleich mit der yorigen Tabelle un- 
mittelbar erkennt, entspricht diese Eomplexion in der Tat in 
alien Stiicken dem oben angegebenen Verteilungsgesetz, und 
ebenso lassen sich leicht yiele andere Eomplexionen angeben, 
welche za dem n&mlichen Verteilangsgesetz gehdren. Die 
gesuchte Zahl aller moglichen Eomplexionen ergibt sich non 
darch die Betrachtung der unteren der beiden Ziffemreihen (206). 
Denn da die Anzahl der Molekùle gegeben ist, so enth&lt die 
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Ziffernreihe eine bestìmmte Anzahl Stellen. Da ferner das 
Verteiluiigsgesetz gegeben ist, so komint jede Ziffer (d. h. jedes 
Elementargebiet) stets gerade so oft in der Reihe yor, als die 
Anzahl der MolekQle betrStgt, die in dem betreffenden EHementar- 
gebiet liegen. Im ùbrìgen bedingt jede Verànderang des Ziffem- 
bildes eine nene individuelle Znordnong der MolekOle za den 
Gebieten, also eine neue Eomplexion. Die Anzahl der mdglichen 
Eomplexionen, oder die Wahrscheinlichkeit W des gegebenen 
Zustandes, ist also gleich der Anzahl der unter den genannten 
Bedingongen mdglichen ^^Permutationen mit Wiederholong'^ 
In dem gew2lhlten einfachen Zahlenbeispiel ergibt sich hierfilr 
nach einer bekannten Formel der Ausdruck: 

l!2!0»/o!l!4!2! = ^'^^^°- 

Die Form dieses Ausdmcks ist so gewàhlt, dafi sie leicht 
auf den hier vorliegenden Fall der Gasmolekiile yerallgemeinert 
werden kann. Der Z&hler enthàlt die Fakult&t oder Faktorielle 
der Gesamtzahl N der betrachteten MolekUle, der Nenner das 
Produkt der Fakult&ten der Molektdzahlen, welche in jedem 
einzelnen Elementargebiet liegen, nnd welche in unserem Falle 
dnrch den Ausdruck (204) gegeben sind. 

Daher erhalten wir fùr die gesuchte Wahrscheinlichkeit der 
gegebenen Raum- und Geschwindigkeitsyerteilung, und somit des 
gegebenen Gaszustandes: 



II{fda)\ 

Das Zeichen 27 bedeutet das Produkt, erstreckt tlber alle 
EHementargebiete da. 

§ 141. Daraus ergibt sich nach (203) ftr die Entropie des 
Gases in dem gegebenen Zustand: 

S = Aj logiV! - k^log{fd(T)l + const. 

Die Summation ^ ist ùber aUe Elementargebiete do* zu er- 
strecken. 

DsL fd(T eine groBe Zahl ist^ so l&Bt sich fiir die Fakultàt 
derselben die Simiimasche Formel anwenden, welche f&r eine 
grofie Zahl n abgekùrzt lautet:^ 



^ Vgl. z. B. E. GzuBBB, WahrBcheinlichkeitsrechnung (Leipzig, 
B. G. Teabner), p. 22, 1903. 
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(207) w! = Wy2;rn. 

Also, mit Fortlassung anwesentlicher Glieder: 

logn! s= n(logn — !)• 

Daher wird, wenn man fda stati n setzt: 

S = klogm - k'^f d (7 [logif da) - 1] + const. 

Das Summenzeichen 2 ersetzen wir weiterhin durch das Integral- 
zeichen. Ferner woUen wir alle addìtiyen konstanten Glieder in die 
const aufgenommen denken. Dazn gehort zuu&chst das Glìed mit Nly 
\- ^'^ V femer der Faktor da hinter dem Logarithmus, weil alle Elementar- 

gebiete gleich groB sind^ und weil ^fda^N konstant ist, end- 
lich das Glied mit — 1. So bleìbt fQr die Entropie des Gases 
der Ausdmck ùbrig: 

(208) 8 = const - kjf log f da , 

gtdtig fùr jede beliebige gegebene Raum- und Geschwindigkeits- 
yerteilung der Gasmolekale, also fiir jeden Zustand des Gases. 
§ 142. Wir wollen nun speziell die Entropie des Gases 
in einem Gleichgewichtszustand bestimmen^ und fragen 
daher zunàchst nach derjenigen Form des Verteilungsgesetzes, 
welches dem thermodjnamischen Gleichgewicht entspricht Nach 
dem zweiten Hauptsatz der Thermodjnamik ist ein Gleichgewichts- 
zustand durch die Bedingung ausgezeichnet, daB bei gegebenen 
Werten des Gesamtyolumens V und der Gesamtenergie U die 
Entropie 8 ihren Maximalwert annimmt Setzen wir also das 
GesamtYolumen der GasmoiektQe: 

V:=^fffdxdydz 

und die Gesamtenergie derselben: 

(209) u^^f{i' + v' + ^fda 

als gegeben voraas {m Masse eines Molek&ls), so muB £&r dea 
Gleicbgewichtszastand die Bedingung gelten: 

^5 = 
oder nach (208): 

(210) f(logf+l)3fda^0, 
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wobei die Variation Sf sich anf eine belieUge mit den ge- 
gebenen Werten von N, V und U vertrftgliche Ànderang dea 
Verteilasgsgesetzes bezieht 

Nan ist wegen der Unyerànderlichkeit der Gesamtzahl N 
der Molekale nach (205): 

und wegen derUnyer&nderlichkeitderQesamtenergie 27 nach (209): 

Jii' + V^ + ^SfdfT^O. 

Folglich ist zar ErfìlUung der Bedingung (210) f)ir alle zu- 
làssigen Sf hinreichend und notwendig, dafi 

log/'+/9(|" + i?* + f*) = con8t 

oder: f^ cce'fi(^-^i* + ^ , (211) 

wobei ce und /9 konstant Im Gleichgewichtszustand ist also 
die Eaumyerteilang der Moleklile gleicbm&8ig, d. L unabhftngig 
Yon Xj y, X, und die Geschwindigkeitsverteilung ist die bekannte 
Maxwell sche. 

§ 143. Die Werte der Eonstanten ce und /9 ergeben sich 
aus denen von N, V und V. Denn die Substitution des gefundenen 
Ausdrucks von f in (205) ergibt: 
+ cx> 

-00 

und die Substitution von f in (209) ergibt: 

+ 00 

Daraus folgt: 

und daraus endlich nach (208) der Ausdruck der Entropie S 
des Gases im Gleichgewichtszustand bei gegebenen Werten 
von N, V und U: 

S = const + kN{ilogU+ log V) . (212) 

Planck, Wftrmestrahlang. 10 
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Hier enthftlt die additive Eonstante Glieder mit N und mit m, 
nicht aber solche mit U oder mit F. 

§ 144. Die hier durchgef&hrte Bestimmong der Entropie 
eines einatomigen Gases stùtzt sich lediglich anf den allgemeinen 
dorch die Gleichung (203) ansgedriickten Zasammenhang zwischen 
Entropie und Wahrscheinlichkeit; insbesondere haben wir bei 
unserer Berechnung an keiner Stelle yon irgend einem spezieUen 
Satz der Lehre Ton den Gasen Gebrauch gemacht Daher ist 
es Yon Wichtìgkeit, zu sehen, wie nun aus dem gefundenen 
Ausdrack der Entropie das gesamte thermodynamische Verhalten 
eines einatomigen Guses, namentlich die Znstandsgleichong nnd 
die Werte der spezifischen W&rme, direkt mittels der Haupt- 
s&tze der Thermodynamik erschlossen werden kann. Denn aus 
der allgemeinen tìiermodynamischen Definitìonsgleichung der 
Entropie: 

(213) dS^^^±f^ 

ergeben sich die partìellen Differentialquotìenten yon 8 nach U 

und nach F: 

( dS \ _ \_ ( d8 \ _ p^ 

Folglich fUr unser Gkis^ mit Benutzung yon (212): 
und 

Die zweite dieser Gleichungen: 

kNT 

enth&lt die GFesetze yon Boylb, Gay Lussac und Avogadro, 
das letztere deshalb, weil der Druck nur yon der Anzahl N, 
nicht yon der BeschafTenheit der Molekùle abh&ngt. Schreibt 
man sie in der gewdhnlichen Form: 

RnT 

wo n die Anzahl der Grammoleklile oder der Mole des Gases, 
bezogen auf 0, ^ 82 g, und R die absolute Gaskonstante be- 
zeichnet: 
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i2= 831.10»-^, (216) 

80 ergibt sich durch Vergleichnng: 

* = 4r- (217) 

Nennen wir also (o das Verh&ltnis der Molzahl zur MolektUzahl, 
oder, was da88elbe ist, das Verhftltnis der MolekUlmasse ztir 

Molmasse, ^^^t so kommt: 

k^tùR. (218) 

Hieraus kann man, wenn od gegeben ist, die nniverselle Eon- 
stante k berechnen, und umgekehrt. 
Die Gleichimg (214) lautet: 

U^^kNT. (219) 

Da nuQ andererseits die Energie eines idealen Gases: 

17= Anc^Tj 

wo c^ die W&rmekapazitàt eines Mol bei konstantem Volumen 
in Ealorien, A das mechanische W&rme&quiyalent bedeutet: 

.1 = 419.10'^-^, (220) 

80 folgt: 

8 kN 



( 


'^~ 2 An 




nnd mit Bertlcksichtigiing 


Yon (217): 




3 R 


^8 831. 
^ 2 ' 419 . 


10» 
10» 



3,0 (221) 

als Molwàrme irgend eines einatomigen Gases bei konstantem 
Volumen in Ealorien.^ 

Ftir die Molw&rme e^ bei konstantem Drack folgt ans dem 
ersten Hanptsatz der Thermodjnamik: 



«,-".= 


R 
X' 




also mit Backsicht auf (221): 






"p-''."!*'.' 




5 


wie ftlr einatomìge G-ase bekannt. 







» Vgl. P. RiCHABZ, W«D. Ann. 67, p. 705, 1899, 

10' 
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Die mittlere EDorgie oder die mittlere lebendige Eraft L 
eines Molektils ergibt sich aus (219) za: 

(222) |- = L = |Ar. 

Man sieht, daB sich alle dieso Beziehungen ledigUch aus 
der Identìfizienmg des mechanischen Ausdrucks (208) mit dem 
thermodynamischen Ausdrack (213) der Entropie ergeben. 



Drittes Kapitel. 

Berechnung der Strahiungsentropie und Folgerungen daraus. 

Energievertellungsgesetz. Eiementarquanta. 

§ 145. Nachdem wir gesehen haben, wie man fUr ein 
ideales Gas den Ausdrack der Entropie direkt aus der Wahr- 
scheinlichkeit des Zustandes berechnen kann, und wie sich 
daraus alle thermodynamischen Eigenschaften des Gases durch 
eine direkte Anwendung der Eauptsàtze der Thermodynamik 
ableiten lassen, woUen wir jetzt denselben G^dankengang fìir 
die strahlende Wàrme durchfiihren. Aus dem WiENschen 
Yerschiebungsgesetz erhielten wir in der Gleichung (119) einen 
Ausdruck fiìr die rSLumliche Entropiedichte d als Funktion der 
rtomUchen Energiedichte u, ferner in der Gleichung (184) einen 
Ausdruck fìir die Entropie S eines einzelnen Strahles als Funktion 
seiner spezifischen Intensit&t &, endlich in der Gleichung (200) 
einen Ausdrack fllr die Entropie 8 eines der Wàrmestrahlung 
ausgesetzten Bespnators als Funktion seiner Energie U. Jeder 
dieser drei Ausdrùcke enth&lt eine bis jetzt noch unbekannt 
gebliebene universelle Funktion eines einzigen Arguments, und 
die Berechnung dieser Funktion ist es^ worauf es im folgenden 
ankommi Wenn diese Aufgabe fUr eine der drei genannten 
Ausdriicke gelóst ist^ sind damit auch die beiden anderen Aus- 
drticke gefunden, Tcrmoge der bekannten frUher abgeleiteten Be- 
ziehungen zwischen den GròBen ^, 2 und S untereinander, und 
der GroBen u, fè und U untereinander. Wir konnen daher von 
vomherein an irgend eine jener drei Gleichungen ankniipfen. 
Am meisten empfiehlt es sich natiirlich, die einfachste unter 
ihnen auszuw^len, und das ist, wie schon friiher hervorgehoben, 
die Resonatorgleichung (200): 
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-m 



(223) 

wenn wir die SchwingUDgszahl der Eigenperiode des Beso- 
nators von jetzt an karz mit v ohne Index bezeichnen. Die 
Funktion F enth&lt aofier ìhrem Argoment nur universelle 
Eonstante. 

§ 146. Bei der n&heren XTntersnchung der Entropie eines 
Besonators von gegebener Energie ist die erste Frage die nach 
der Art der elementaren Unordnung^ auf welcher die Entropie 
bemht and ohne welche sie keine Bedeutung besitzt (§ 182). 
Die Antwort hierauf gibt ein Blick auf die Gleichungen (187) 
und (195). Hiemach sind die Schwingungen eines der statio- 
n&ren WSjrmestrahlung ausgesetzten Besonators zusammengesetzt 
aus einer groBen Beihe von Partialschwingungen, und seine 
Energie ist ein Mittelveert aus sebr vielen im einzelnen nicht 
kontrollierbaren GròBen. Dieso zahlreichen voneinander un- 
abhàngigen Partialschwingungen sind es also, die bei dem Beso- 
nator in bezug auf die elementare Unordnung dieselbe Bolle 
spielen, die bei einem Gaso don zahlreichen durcheinander- 
fUegenden Molektden zukommt. So wenig man bei einem 
Gase Yon einer endlichen Entropie sprechen kann, wenn alle 
MolektQe gleiche und gleichgerichtete, odor auch nur in irgend 
einer Weise geordnete Geschwindigkeiten besitzen, ebensowenig 
kommt einem Besonator eine endliche Entropie zu, wenn seine 
Schwingungen etwa einfach periodisch sind oder wenn sie ùber- 
baupt nach irgend einem bestimmten Gesetz erfolgen^ das alles 
bis ins einzelne regelt. Denn dann ist der Schwingungsvorgang 
nicht mehr dementar ungeordnet Daher besitzt z. B. ein Beso- 
nator^ der Ton aufien ùberhaupt nicht erregt wird, dessen 
Schwingungen also einfach mit konstanter D&mpfung nach 
Gleichung (169) abklingen, keine endliche Entropie und keine 
endliche Temperatur, obwohl er eine endliche Energie besitzen 
kann. 

Ob nun die Besonatorschwingungen dementar ungeordnet 
sind oder nicht, kann man offenbar gar nicht beurteilen, wenn 
man den Zustand des Besonators nur zu einem bestimmten 
Zeitpunkt beriicksichtigt Denn dann bleibt es noch ganz un- 
entschieden, ob der Zustand sich mit der Zeit regdm&Big oder 
regellos ftndert Damit stimmt auch ganz Qberein, daB wir die 
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'Energie U eines der stationàren WàrmestraMong ausgesetzten 
Resonators nur ala einen zeitlichen Mittelwert definieren k5nnen, 
wie in § 123 geschehen ist Aus diesem Grand besitzt auch 
die Entropie S eines Resonators nicht ftir einen Zeitpunkt, 
sondem nur fiir ein ZeitìntervaU Bedeutung, das viele Resonator- 
schwingungen umfaBt, und wir k5nnen nur yen einem zeitlichen 
Mittelwert der Entropie reden.* Kurz gesagt: bei den Warme- 
schwingongen eines Resonators ist die Unordnnng eine zeitliche, 
w&hrend sie bei den Molekularbewegungen eines Gases eine 
ràumliche ist Doch fàUt dieser Unterschied fiir die Be- 
rechnung der Entropie des Resonators nicht so schwer ins 
Gewicht, als es yielleicht auf den ersten Anblick scheinen 
mochte; denn er laBt sich dorch eine einfache Betrachtung 
beseitigen, was im Interesse einer gleichf5rmigen Behandlung 
von Vorteil ist 

Der zeitliche Mittelwert U der Elnergie eines einzelnen in 
einem stationàr durchstrahlten Vakuam befindlichen Resonators 
ist nSUnlich offenbar identisch mit dem in einem bestimmten 
Zeitpunkt genommenen Mittelwert der Energien einer sehr 
groBen Anzahl N von genau gleichbeschaffenen Resonatoren, 
die sich in dem nàmlichen stationàren Strahlongsfelde befinden, 
aber so weit voneinander entfernt, dafi ihre Schwingungen sich 
nicht direkt merklich beeinflussen. Nattìrlich muB za diesem 
Zweck das Feld von hinreichender r&amlicher Ausdehnung ge- 
nommen werden. Damit ist die Frage nach der Verteilung der 
Energie unter die einzelnen Partialschwingangen eines einzigen 
Resonators zortickgeftihrt aaf die ràamliche Verteilang der 
Energie aaf die N Resonatoren, wie es dem bei den Gas- 
molekulen behandelten Fall besser entspricht 

§ 147. Um nan die Entropie dieses Systems von N in einem 
stationàren Strahlangsfelde befindlichen gleichbeschafi'enen Reso- 
natoren in einem gegebenen Zastand za berechnen, miissen wir 
nach den Ausfilhrangen des § 135 zun&chst nach denjenigen 
GròBen iragen, welche den physikalischen Zastand des Systems 
bestimmen. Das ist hier einzig and allein die mittlere Energie U 



^ Bei der Anwendung auf nichtstationftre Felder mufi das dem 
Mittelwert zugronde gelegte Zeitintervall so klein genommen werden, dafi 
das Feld ala station&r betrachtet werden kann. Ygl. § 3. 
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eines einzelnen Resonators, bez. die Gesamteneigie C7^ des ganzen 
Systems von Besonatoren, welche mit U darch die Gleichung: 

N'V:= U^ (224) 

zusammenh&ngt Denn da das Strahlangsfeld stationàr ist, so 
ist durch die Energie der physikalische Zostand des ganzen 
Systems bestimmt^ In diesem Pankt liegt der wesentlichste 
Unterschied zwischen dem hier behandelten Fall und dem 
frùheren eines Gases. Denn dort war der Zustand bedingt 
durch die Art der Raum- und Geschwindigkeitsyerteilung unter 
den Molekùlen^ die von vornherein ganz beliebig angenommen 
werden konnte. Erst wenn das Verteilungsgesetz gegeben war, 
konnte der Zustand als bekannt angenommen werden. Hier 
dagegen genùgt die Angabe der Gesamtenergie U^r der JV Reso- 
natoren f&r die Bestimmung des Zustandes; die speziellere Art 
der Verteilung der Energie Ujf unter die einzelnen Besonatoren 
unterliegt nicht mehr der EontroUe^ sie ist ganz dem Zufall, 
der elementaren XTnordnung, anheimgegeben. Deim die Be- 
dingung, daB das Strahlungsfeld station&r ist, bedeutet hier 
nicht etwa einen speziellen Fall unter yielen anderen, sondem 
sie gehOrt hier mit zu den notwendigen Voraussetzungen; sonst 

kdnnte man den Quotienten -jv- nicht mehr, wie wir es getan 

haben, mit dem zeitlichen Mittelwert der Energie eines einzelnen 
Besonators identifizieren. 

§ 148. Es handelt sich nun welter um die Wahrscheinlich- 
keit W des durch die Energie Ujf bestimmten Zustandes der 
N Besonatoren, d. h. um die Anzahl der individuellen Zu- 
ordnungen oder Eomplexionen, welche der Verteilung der 
Energie U^ auf die iV^ Besonatoren entsprechen (§ 136). Wir 
kdnnten hier ganz analog wie bei den Gasmolekùlen yerfahren, 
indem wir nor beriicksichtigen, daB der gegebene Zustand des 
Besonatorensystems nicht, wie dort, cine einzige, sondem eine 
groBe Anzahl von verschiedenen Verteilungsgesetzen zul&Bt, da 
die Anzahl der Besonatoren, welche eine bestimmte Gr5Be der 
Energie besitzen (besser: welche in ein bestimmtes „Energie- 
gebief' hineinfiEdlen), keine vorgeschriebene ist, sondem yariieren 



^ Das ^System" umfafit natUrlich nar die N Besonatoren selber; das 
Strahlangsfeld gehdrt nicht mit dazo. 
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kann. Betrachten wir nun alle mdgliche Arten von Energie* 
verteilaDgsgesetzen und berechnen fìLr jedes derselben die ihm 
entsprechende Anzahl von Komplexioneni genau wie bei den 
Gasmoleklilen^ 8o erhalten wir durch Addition sILmtlicher so 
erhaltener Eomplexionszablen die gesuchte Wabrscheinlichkeit W 
des gegebenen physikalischen Zustandes. 

Schneller und bequemer als anf dem angegebenen Wege 
kommen wir folgendermaBen zu demselben Ziele. Wir teilen 
die gegebene Gesamtenergie Uy in eine groBe Anzahl P gleiche 
Teile Yon der 6r56e e, deren jeden wir ein Energieelement 
nennen. Dann ist: 

(225) ^^"T* 

Diese P Energieelemente sind nun auf alle m5gliche Weise unter 
die N Resonatoren zu verteilen, wobei es aber nicht darauf an- 
kommt^ welche Energieelemente, sondem nur wieviel Energie- 
elemente auf einen bestimmten Besonator entfallen. Denken 
wir uns also die N Eesonatoren numeriert und die Ziffem 
nebeneinander in eine Reihe geschrieben^ und zwiar jede Ziffer 
so oft^ als die Zahl der Energieelemente betr&gt^ die auf den 
betreffenden Besonator entfallen, so erhalten wir durch eine 
solche Ziffemreihe das Bild einer bestimmten Eomplexion, in 
welcher jedem individuellen Besonator eine bestimmte Ehiergie 
zukommt Die Anordnung der Ziffem in der Beihe ist fìlr die 
Eomplexion gleichgllltig, da eine bloBe Umstellung der Ziffern 
an der Energie eines bestimmten Besonators nichts àndert. 
Besitzt in der Eomplexion ein Besonator gar keine Energie, 
so kommt seine Ziffer in der Beihe gar nicht vor. Die Gè- 
samtzaU der Zifferstellen ist notwendig P, d. h. die Zahl der 
zu verteilenden Energieelemente. Somit ist die Anzahl aller 
mSglichen verschiedenen Eomplexionen gleich der Anzahl der 
mdglichen ,,Eombinationen mit Wiederholung yon JVElementen 

zur P. Elasse*': 

^ ( iV^+P-l)! 
(N "1)1 PI 

und dies ist zugleich die gesuchte Wahrscheinlichkeit des ge- 
gebenen Zustandes der N Besonatoren. Wenn beispielsweise 
JV»3, P»4, so sind die Bilder aller m5glichen Eom- 
plexionen: 
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1111 


113 3 


2 2 2 2 


1112 


12 2 2 


2 2 2 3 


1113 


12 2 3 


2 2 3 3 


112 2 


12 3 3 


2 3 3 3 


112 3 


13 3 3 


3 3 3 3 



Die Anzahl aller móglichen Komplexicnen ist hier Tr= 15, wie 
68 der Formel entspricht. 

Far die Entropie Sjf des Resonatorsystems erhalten wir 
daher nach Gleichung (203), da N und P groBe Zahlen sind, 
mit Weglassung der additiven Konstanten: 

Ò2f= kiog ^, p ^- 

und mit Benutzang der STiBLiNOschen Formel (207): 

Sn =^k{{N+ F)ìog{N+ P) - NìogN^ PlogP). 

Ersetzt man nun nach (225) P durch Ujf und nach (224) Ujf 
durch Uj 80 ergibt sich nach leichter Umformung ftir die Entropie 
der N gleichbeschafifenen Besonatoren: 

und fìLr die Entropie eines einzelnen Besonators: 

Ein Vergleich dieses Ausdrucks mit (228) zeigt, daB das Energie- 
element e proportional der Schwingungszahl v der Eigenperiode 
des Besonators sein muB. Wir setzen daher: 

6 «Al/, (226) 

wobei h konstant, und erhalten dadurch: 

als Ldsung des behandelten Problems. 

§ 149. Auffallend an diesem Besultat ist zun&chst das 
Auftreten einer neuen universellen EonstanteA von derDimension 
eines Produkts aus Energie und Zeii Hierin liegt ein wesent- 
licher Unterschied gegenliber dem Ausdruck der Entropie eines 
Gases, wo die GròBe eines Elementargebiets, die wir da nannten, 
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ans dem Schlufiresultat ganz yerschwindet, da sie sich nur in 
der physikalisch bedeutongslosen additìven Eonstanten geltend 
machi Es kann wohl keinem Zweifel unterliegen^ daB die 
Eonstante h bei den elementaren Schwìnguiigsyorg&iigen in 
einem Emissionszentrum eine gewisse Bolle spielt, zu deren Er- 
grUndung von elektrodynamischer Seite ber nnsere bisherìge 
Tbeorie jedoch keine n&heren Anhaltspnnkte liefert^ Und doch 
wird die Thennodynamik der Strahlnng erst dann zum voll- 
stàndig befriedigenden ÀbscbluB gelangt sein^ wenn die Eon- 
stante h in ihrer yollen universellen Bedeutung erkannt ist Icb 
mòchte dieselbe als ^^elementares Wirkangsquantum^' oder als 
^,Wirkungselement'' bezeicbnen^ ^eii sie von derselben Dimension 
ist wie diejenige GroBe, welcher das Prinzip der kleinsten 
Wirkung seinen Namen verdankt. 

§ 150. Es ist Yon Interesse sich besonders za yergewissem, 
daB man zu dem n&mUcben Àusdruck der Entropie wie oben 
gelangt, wenn man bei der Berecbnung der Anzahl yon Eom- 
plexionen, die einem gegebenen Zustand entsprecben, nicht von 
Yomherein auf die Ekiergie, die ja immerhin eine znsammen- 
gesetzte GrdBe ist, Bezug nimmt, sonderà direkt auf den elektro- 
magnetischen Zustand der einzelnen Besonatoren zurllckgeht, 
was filr die Berecbnung nicht ganz so einfach, aber allgemeiner 
und daher rationeller ist Es handelt sich bierbei im wesent- 
lichen um die richtige Ausmessung der ^^Elementargebiete*' des 
Zustandsbereichs, da deren GroBe ja der Berecbnung der 
Eomplexionen zugrunde gelegt wird und somit in letzter Linie 
den MaBstab Air die Vergleicbung der Wahrscheinlichkeiten ver- 
schiedener ZustUnde lieferi Der elektromagnetische Zustand 
eines Besonators ist nach § 104 bestimmt durch die Werte 
Yon f und /*. Tr&gt man also in einer Eoordinatenebene f als 
Abszisse, f als Ordinate auf, so entspricht jeder Punkt der Ebene 
einem bestimmten Zustand des Besonators, und umgekehrb 
Doch ist die Gr5Be eines Flàchenelements in dieser Ebene 
keineswegs im allgemeinen ein MaB der WahrscheinUchkeit dafììr, 
daB der Zustand des Besonators durch einen Punkt innerhalb 
des Fl&chenelements dargestellt wird. Dieser einfache Satz gilt 
yielmehr nur dann, wenn man als Ordinate statt / den der 



' Vgl. die Anmerkung in § 109. 
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Coordinate f entsprechenden „Impul8" (oder das ,,Moment'' von f), 

n&mlich die GrOBe: 

dU 

d. L nach (142): 9^Lf (228) 

nimmt.^ Wir denken una also f und g als die Eoordinaten 
eines Pnnktes der Zustandsebene^ und fragen zun&chst nach 
der GroBe der Wahrscheinlichkeit daftir, daB die Energie dea 
Beaonatora zwiachen den Werten U und U+ AU liegi Dieae 
Wahracheinlichkeit wird gemeaaen durch die GrdBe deajenigen 
Fl&chenatùcka in der Ebene der Zuatandavariabeln f und g, 
welchea von den Kurren U == conat und U+ AU^ conat be- 
grenzt wird. 

Nun iat die Energie dea Beaonatora in dem Zuatanda- 
punkt {f, g) nach (142) und (228) gegeben durch: 

folglich iat die Xurye U =s conat eine EUlipae mit den Halbachaen: 

l/^ und Ì2UL. 
Ihr Flàcheninhalt betrILgt mithin: 

wenn man nach Gleichung (166) die Schwingungazahl v der 
Eigenperiode dea Beaonatora einflihrt. Ebenao ergibt aich der 
Fllkcheninhalt der EUipae U+ AU=i conat ala: 

V 

Die Differenz der beiden Fl&chenràume, daa MaB der geauchten 
Wahracheinlichkeit, betragt mithin — — . Denken wir una nun 
die ganze Zuatandaebene durch eine groBe Anzahl derartiger 
Ellipaen ao in einzelne Abachnitte geteilt, daB die von je zwei 
aufeinanderfolgenden Ellipaen begrenzten ringfórmigen Fl&chen- 
atQcke einander gleich aind, d. L ao, daB 

^ Ygl. z. B. L. BoLTzxAKN, Gastheorie II, p. 62 ff., 1898, oder 
J. W. GiBBs, Elementary Principles in Statisticàl Mechanics, Chapter I, 1902. 
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-=■ — = const, 

80 erhalten wir dadurch diejenigen Abschnitte A V der Energie, 
welche gleichen Wahrscheinlichkeiten entsprechen und welche 
daher als die Energieelemente za bezeichnen sind. Setzen wir 
die Gr56e eines Energieelemente A ^ = « und die const der 
letzten Gleichung gleich h, so kommen wir genau zu der frQheren 
Oleichung (226) zurllck, ohne daB wir das WiENSche Verschiebungs- 
gesetz herangezogen haben. Zugleich zeigt sich una hier das 
elementare Wirkungsquantum h in einer neuen Bedeutung, 
nàmlich als die OròBe eines Elementargebiets in der Zustands- 
ebene eines Besonators, gultig fìir Besonatoren von ganz be- 
liebiger Schwingungsperiode. Der Umstand, daB die Eonstante h 
als eine bestimmte endliche GròBe eingefiihrt wird, ist charak- 
teristisch fttr die ganze hier entwickelte Theorie. Wiirde man h 
unendlich klein annehmen, so k&me man zu einem StraMungs- 
gesetz, welches als ein spezieller Fall aus dem aUgemeinen 
heryorgeht (das BAXiiEioHsche Gesetz, vgl. § 154 und nament- 
Kch § 166). 

§ 161. Die Gleichung (227) fùhrt zunàchst mit Biicksicht 
auf die Beziehungen (198) und (193) zu dem Àusdruck der 
Entropiestrahlung S eines monochromatischen geradlinig polari- 
sierten Strahles von der spezifischen Strahlungsintensitàt $ und 
der Schwingungszahl v: 






m s_*^{(.+-^)iog(,+^)-^..g 

als bestimmtere Fassung der Gleichung (134) des WiENschen 
Verschiebungsgesetzes. 

Pemer folgt mit BQcksicht auf (197) und (194) die ràum- 
liche Entropiedichte 8 einer gleichm&Bigen monochromatischen 
unpolarisierten Strahlung in ihrer Abh&ngigkeit von der rHum- 
lichen Energiedichte u: 

als bestimmtere Fassung der Gleichung (119). 

§ 168. Nun woUen wir in jede der drei Gleichungen (227), 
(229), (230) die Temperatur T des Besonators bez. der mono- 
chromatischen Strahlung einfOhren und die EnergiegròBen U, ^ 
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und u durch die Temperatar T ausdrùcken. Wir benutzen 
dazu je eine der Gleichungen (199), (135) und (117), und er- 
halten dann: 
FOr die Energie des Resonators: 

17=-^^. (231) 

Fùr die spezifische Intensit&t eines monochromatischen gerad- 
linig polarÌ8Ìerten Strahles von der Schwingungszahl v: 



0' 



^ (232) 

FUr die r&umliche Energiedichte der gleichmUfiigen mono- 
chromatischen unpolarisierten Strahlung von der Schwingungs- 
zahl v: 

u = ^--Tr— (233) 

Unter alien verschiedenartig zusammengesetzten Strahlungen ist 
die schwarze Strahlung dadurch ausgezeichnet, daB alle darin 
enthaltenen monochromatischen Strahlen die nàmliche Tempe- 
ratur besitzen (§ 93). Daher liefem diese Qleichungen auch 
das Gesetz der Energie^erteilung im Normalspektrum, d. h. im 
Emissionsspektrum eines in bezug auf das Vakuum schwarzen 
Edrpers. 

Bezieht man die spezifische Intensitàt eines monochromati- 
schen Strahles nicht auf die Schwingungszahl p, sondem, wie 
es in der Experimentalphysik gewohnlich geschieht, auf die 
WellenlSnge A, so erhalt man, mitBenutzung yon (15) und (16), 
den Ausdruck: 

als die Intensit&t eines mouochromatischengeradlinigpolarisierten 
Strahles yon der Wellenlànge A, der yon einem auf der Tempe- 
ratur T befindlichen schwarzen Edrper senkrecht zur Oberflàche 
in das Vakuum emittiert wird. Die dazu gehdrige ràumliche 
Strahlungsdichte der unpolarisierten Strahlung ergibt sich durch 

Multiplikation yon Ex mit 
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Zar Geschichte der Grleichung (234) ygl. weiter unten § 189. 
Ihre experìmentelle PrOfong hat bisher eine gate Ùbereinstìmmung 
mit der Erfahrang ergeben.^ Doch sind nach 0. Lummeb und 
KPbingsheim' die bisherigen Messungen noch nicht ausreichend, 
nm Yom rein experìmentellen Standpunkt aas die Allgemein- 
gliltìgkeit jener Formel als gesichert hinstellen zu kdnnen. 

§ 163. FOr kleine Werte von IT {(Lìl klein gegen die 

Konstante ^j geht (234) flber in die Oleichung: 

(235) E,^^^e'^, 

welche das ^WiENsche Elnergieyerteilungsgesetz'' anssprichi' 
Die spezifische Strahlongsintensit&t & wird dann nach (232): 

(236) s = ^-r*^ 

und die ràumliche Energiedichte u nach (233): 

(237) u = -^-^^-r»^. 

Flir die Energie eines Resonators von der Schwingongszahl v 
erhalt man dann aus (231): 

_ A^ 

(238) U^hve ". 

Die Entropie 8 des Resonators als Fnnktion der Energie U 
wird dann nach (227), da der Qaotient -r— kleine Werte an- 
nimmt: 

(239) s = -^log^. 

Diese Beziehungen gelten also f&r jede Wellenl&nge bei hin- 
reichend tiefen Temperaturen, und ftlr jede Temperatur bei hin- 
reichend kurzen Wellen. 



^ Ygl. namentlich H. Bubehs and F. Kublbaux, Sitznngsber. d. Akad. 
d. WiflseiiBch. £U Berlin, yom 25. Okt 1900, p. 929. Dbudes Ann. 4, 
p. 649, 1901; and F. Paschen, Dbudes Ann. 4, p. 277, 1901. 

* 0. Lummeb and £. PBinoBHBnc, Dbudbb Ann. 6, p. 210, 1901. 

• W. WiB», WiED. Ann. 68, p. 662, 1896. 
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§ 164. Flir groBe Werte von A T hingegen wird aus (234): 

^z = -^» (240) 

eine Beziebung, die zuerst von Lord Rayleigh^ aufgestellt 
worden ist» and die wir daher als ,3^'^^^i<^Hsches Strahlungs- 
gesetz'^ bezeìchnen kdnnen. 

FUr die spezifische Stxahlungsintensitat fi ergibt sich dann 
aus (232): 

ft«-^ (241) 

and f&r die ràumlicbe Energiedichte u der monochromatischen 
Strahlang aus (233): 

u = — -, (242) 

Die Energie eines Besonators wird dann nacb (231): 

U^kTy (243) 

also einfach proportional der absolaten Temperatur und ganz 
anabhftngig von der Schwingungszahl v der Eigenperiode, wie 
liberhaupt von der natùrlichen Beschaffenheit des Besonators. 
FUr die Entropie S des Besonators als Funktion seiner 
Energie U endlich ergibt sicb onter derselben Voraussetzong, da 

y- dann groBe Werte annimmt: 

8^h\ogU+ const. (244) 

Es ist Yon Interesse, den einfachen f&r lange Wellen oder 
bobe Temperaturen gUltigen Wert (243) der Scbwingungsenergie 
eines Besonators za yergleicben mit der frliber in (222) be- 
recbneten mitUeren lebendigen Eraft L der Bewegung eines ein- 
atomigen Moleklils bei der nàmlichen Temperatur. Der Ver- 
gleicb ergibt: 

U^iL. (245) 

Dieso Beziebung, und damit aucb die Identit&t der Eonstanten k 
fbr die Molekalarbewegungen and fìlr die Strablungsvorgànge, 
wird Ton einer ganz anderen Seite ber in sebr bemerkenswerter 
Weise best&tigt durcb eine Folgerung aus der Elektronentbeorie. 
Naob den Anscbauungen dieser Tbeorie bat man sicb nàmlicb 



^ Lord Batleiqh, Phil. Mag. 49, p. 589, 1900. 
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die Ton nns betrachteteu linearen Schwingungen eines elementaren 
Oszillators yorzustellen als geradlinige Bewegungen eines Elek- 
trons. Dann muB nach einem Satz der statìstìschen Mechanik 
in einem von Wànnestrahlung erfdllten Gase beim thermo- 
dynamischen Gleichgewichtszustand die mittlere lebendige Eraft 
dieser geradlinigen Elektronenbewegung gleich sein dem dritten 
Teil der mittleren lebendigen Eraft der fortschreitenden Be- 
wegung eines Molekiils; denn die letztere Bewegnng wird dorch 
drei Toneinander unabh&ngige Eomponenten bestimnit, besitzt 
also drei Grade von Bewegnngsfreiheit, wàhrend dagegen den 
Elektronenschwingungen in unserem Oszillator nor ein einziger 
Grad von Bewegnngsfreiheit zukommi Nun ist einerseits die 
mittlere lebendige Eraft der Elektronenschwingungen gleich der 
Hàlfbe der ganzen Schwingnngsenergie, also ^U, andererseits 
ist der dritte Teil der mittleren lebendigen Eraft der fort- 
schreitenden Bewegnng eines Molektìls gleich |L, also folgt 
daraus die Beziehung (245). Sind verschiedenartige Besonatoren 
mit Terschiedenen Eigenschwingungen im Gase yorhanden, so 
mtissen sie alle die n&mliche mittlere Schwingungsenergie be- 
sitzen, ebenso wie die mittlere lebendige Eraft der fort- 
schreitenden Bewegnng verschiedener MolektUarten die gleiche 
ist. In der Tat ist nach (243) U von v unabhàngig.^ 

§ 166. Ftìr die ràumliche Gesamtdichte ti der schwarzen 
Strahlung bei irgend einer Temperatur T ergibt sich aus (233): 



00 

oder: « = -^ J l« *^+« *r+« ^^+...)v^dp 



^ Vgl. hiena A. Einstein, Drudbs Ann. 17, p. 182, 1905. Die dort 
hervorgehobene der StrahloDgstheorìe entgegenstehende Schwierìgkeit rdhrt 
daher, dafi die Beziehung (245) dort von vomherein als allgemeingaltig 
voransgesetzt wird, w&hrend nach der hier dargestellten Theorie der er- 
wahnte Satz der statistischen Mechanik nor fòr hinreichend grofie Werte 
dee Produkts il T Gùltìgkeit beanspruchen kann. Nftheres ttber diesen 
prinzipiell wichtigen Punkt s. § 166. 
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und darch gliedweise Integration: 

'^"-S^l^j^' (246) 

wobei zar Abktbrzong gesetzt ist: 

«-l+^ + ^ + :Jr + -.-= 1.0823. (247) 

Hierdurch ist das SxEFAN-BoLxzMANNsche Gesetz (75) aus- 

gedrùckt, mit der nàheren MaBgabe, daB die Konstante dieses \ 

Gesetzes: 

^ = -?>?— (248) 

§ 166. Fflr diejenige Wellenl&nge X^, welcher im Spektnim 
der schwarzen Strahlang das Maximam der Strahlangsintensitàt Ex ^ 

entsprichty ergibt sich aas der Gleichang (234): 



V di Ix^u 



Die Aasf&hrang der Differentiation liefert» wenn man zar Ab- 

kUrznng setzt: 

eh _ f. 



Die Worzel dieser transzendenten Gleichang ist: 

/9 = 4,9651, (249) 

mithin ist ^«^=* 4t-> ^^^ konstant, wie es das WiBNSche Ver- 
schiebongsgesetz yerlangt. Darch Vergleichang mit (109) erhS>lt 
man die Bedeatang der Eonstanten b: 

6 = 1*-. (250) 

§ 157. Zahlenwerte. Mit Hilfe der gemessenen Werte 
von a and b lassen sich die aniversellen Konstanten h and k 
leicht berechnen. Es folgt nàmlich ans den Gleichangen (248) 
nnd (250): 

h^-^P^. *-^' (251) 

Plakok, WSrmestrahlang. 11 
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Dies ergibt mit den angegebenen Werten der Eonstanten a^ ò, 
a, /9, e, in (79), (110), (247), (249) und (51): 

(252) h = 6,548 .10^" erg • sec , fc = 1,346 • 10"-i« -^ • 

§ 168. Zur Enthiìllong der yollen physikalischen Bedeutung 
dee elementaren Wirkungsquantums h wird es noch mannigfacher 
Forschungsarbeit bedùrfen. Dagegen gestattet der gefimdene 
Wert Yon k leicht, den allgemeinen Zasammenhang zwischen 
Entropie jS und Wahrscheinlichkeit W, wie er durch die uni- 
yerselle Gleichung (208) ausgedrùckt ist, nunmebr auch numerisch 
ijn C.G.S.-System anzugeben. Es ist namlich danach ganz all- 
gemein die Entropie eines physikalischen Systems: 

(253) S =^ 1,346 . 10-i« • log W -^ 

zuztiglich einer wiUkllrlichen additiven Eonstanten. Diese 
Qleichung kann als die allgemeinste bisher existierende 
Definition der Entropie angesehen werden. 

In der Anwendung auf die kinetische Gastheorie erhalten 
wir aus Gleichung (218) fllr das Yerb&ltnis der MoleklUmasse 
zur Molmasse: 

(254) <« = i = ''Z'.Z" = l'«2 . 10-", 
d. h. auf ein Mol gehen 

- = 6,175.10" 

Molekule, wobei immer das Sauersto£fmol 0, = 32g voraus- 
gesetzt ist. Daher ist z. B. die absolute Masse eines Wasserstoff- 
atoms (^H, = 1,008 g) gleich 1,63 • 10"»* g. Damit wird die Aa- 
zahl der bei 0^ C. und Atmosph&rendruck in 1 ccm enthaltenen 
Molekiìle eines idealen Gases: 

(255) ^- 88?:y278 -^-2,76.10». 

Die mittlere lebendige Kraft der fortscbreitenden Bewegung 
eines MolekUls bei der absolut^n Temperatur T= 1 ist nach 
(222) im absoluten C.G.a-System: 

(256) |fc = 2,02.10"i«. 

Allgemein wird die mittlere lebendige Eraft der fortscbreitenden 
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Bewegong eines Molekùls dnrch das Produkt dieser Zahl und 
der absoluten Temperator T ausgedriickt 

Das Elementarquantum der Elektrizit&t, oder die frale 
elektrische Ladang eines einwertigen lons oder Elektrons ist 
im elektrostatìschen HaBe; 

e « tì> • 9658 • 3 • lO^^ « 4,69 • lO-^^ . (257) 

Da die hier benatzten Formein mit absoluter Genauigkeit gelten 
so diirfen dieso Zahlen so lange als die exaktesten Bestimmungen 
der genannten physikalischen 6r5Ben angesehen werden, bis die 
zur Berechnung der uniyersellen Eonstante k benutzten Werte der 
Strahlungskonstanten a und b durch neuere Messungen yerbessert 
werden. 

§ 159. Vatftrliche MaBeinheiten. Alle bisher in Gebrauch 
genommenen physikalischen Mafisysteme, auch das sogenannte 
absolute G.G.S.-System, verdanken ihren Ursprung insofem dem 
Zusammentreffen zufalliger Umst&nde, als die Wahl der jedem 
System zugrunde liegenden Einheiten nicht nach allgemeinen, 
notwendig ftlr alle Orto und Zeiten bedeutungSYollen Gesichts- 
punkten, sondem wesentlich mit Bùcksicht auf die speziellen 
Bedùrfoisse unserer irdischen Eultur getro£Een ist So sind die 
Einheiten der LSjige und der Zeit aus den gegenwàrtigen 
Dimensionen und der gegenw&rtigen Bewegung unseres Planeten 
hergeleitet worden, femer die Einheit der MaBe und der Tempe- 
ratur aus der Dichte und den Fundamentalpunkten des Wassers, 
als derjenigen FlUssigkeit, die an der Erdoberfl&che die wichtigste 
Bolle spielt, genommen bei einem Druck, der der mittleren Be- 
schaffenheit der uns umgebenden Atmosphare entspricht. An 
dieser WillkHr wùrde prinzipiell auch nichts Wesentliches ge- 
àndert werden, wenn etwa zur L&ngeneinheit die unyerànder- 
liche Wellenl&nge des Na-Lichtes genommen wùrde. Denn die 
Auswahl gerade des Ka unter den Tielen chemischen Elementen 
k5nnte wiederum nur etwa durch sein hàufiges Vorkommen auf 
der Erde oder etwa durch scine ftir unser Auge glànzende 
Doppellinie, die keineswegs einzig in ihrer Art dasteht, gerecht- 
fertigt werden. E^ wàre daher sehr wohl denkbar, daB zu einer 
anderen Zeit, unter yerànderten àuBeren Bedingungen, jedes der 
bisher in Gebrauch genommenen MaBsysteme scine urspriingliche 
natUrliche Bedeutung teilweise oder gànzlich yerlieren wtirde. 

Il* 
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Dem gegentìber dfirfte es nicht ohne Interesse sein, za be- 
merken, dafi mit Zuhilfenahme der beiden in dem Ausdrucke (227) 
der Strahlungsentropie auftretenden Eonstanten h und k die Mdg- 
lichkeit gegeben ist^ E^inheiten ftir Lànge, Masse, Zeit und Tempe- 
ratur aufzustellen, welche, unabhàngig yon speziellen Eòrpem 
oder Substanzen, ihre Bedeutung fiir alle Zeiten und fbr alle^ 
auch auBerirdische und aufiermenschliche Eulturen notwendig 
behalten und welche daher als y^atOrliche MaBeinheiten'* be- 
zeichnet werden konnen. 

Die Mittel zur Festsetzung der vier Einheiten filr Lànge, 
Masse^ Zeit und Temperatur werden gegeben durch die beiden 
erwàhnten Eonstanten h und k, femer durch die 6r56e der 
Lichtfortpflanzungsgescbwindigkeit e im Vakuum und durch die 
der Gravitationskonstante f. Bezogen auf Zentimenter, Oramm, 
Sekunde und Gelsiusgrad sind die Zahlenwerte dieser yier Eon- 
stanten die folgenden: 

A = 6,548.10-"^^^, 
' ^ sec 

*« 1,346. 10-" -?^5?L., 
sec* grad 

e = 3. 10"-^, 
sec 

/•= 6,685.10-8-^.^ 
g sec' 

Wàhlt man nun die „natarlichen Einheiten'^ so, daB im neuen 
MaBsystem jede der vorstehenden yier Eonstanten den Wert 1 
annimmt, so erh&It man als Einheit der L&nge die 6r5Be: 

l/^-4,08.10-Wcm, 

als Einheit der Masse: 

^7h 



n 



^ - 5.42. 10-» g, 
als Einheit der Zeit: 

1/5^ = 1,34. 10-« sec, 
als Einheit der Temperatur: 

^ F. RiCHABz und 0. Kbioar-Mbnzel, Weed. Ann. 66, p. 190, 1898. 
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\ y^ = 8,63 . 10" grad Cela . 

Diese Gr5Ben behalten ihre natiìrliche Bedentung so lange bei, 
ala die Gesetze der Gravitation, der Lichtfortpflanzung im Vakuum 
and die beiden Hanptsàtze der Thermodynamik in Gùltigkeit 
bleiben, aie mùasen also^ yon den yerachiedenaten Intelligenzen 
nach den yerachiedenaten Methoden gemeasen, aicb immer wieder 
ala die nàmlicben ergeben. 

§ 160. Man bezeichnet hàufig daa Normalspektram der 
Licht- und Wfirmeatrahlung ala zuaammengeaetzt aua einer 
groBen AnzaU yon regelm&fiigen periodischen Schwingangen. 
Diese Auadrucksweise iat inaofem yollkommen berechtigt^ ala 
aie an die Zerlegang der Geaamtachwingang in eine FouBiEBsche 
Reihe, nach Gleichnng (179), ankniìpft, und eignet sichh&ufigin 
heryorragendem Mafie dazu, die Betrachtungen bequem und ILber- 
aichtiich zu geatalten; aie darf aber nicht zu der Auffaaaung 
yerleiten^ ala ob jene ^.Regelmàfiigkeit'' auf einer besonderen 
phyaikalischen Eigenachaft der elementaren Schwingungayorg&nge 
im Spektrum beruhe; denn die Zerlegbarkeit in eine FouBiEBache 
Beihe iat mathematiach aelbatyerat&ndlich und lehrt daher in 
phyaikaliacher Beziehung nichta Neuea. Man kOnnte im G^gen- 
teil mit yoUem Rechte behaupten, dafi ea in der ganzen Natur 
keinen unregelmUfiigeren Vorgang gibt ala die Schwingungen in 
den Strahlen einea Normalspektrums. Inabeaondere h&ngen dieae 
Schwingungen in keiner irgendwie charakteriatiachen Weiae zu- 
aammen mit den apeziellen Vorgàngen in den Emiaaionazentren 
der Strahlen, etwa mit der Periodo odor mit der Dàmpfong 
der emittierenden Oazillatoren; denn gerade daa Normalspektrum 
iat ja dadurch yor alien anderen Spektren auagezeichnet, dafi 
alle yon der apeziellen Natur der emittierenden Subatanz her- 
rtihrenden indiyiduellen Verachiedenheiten yollkommen aua- 
geglichen und yerwiacht aind. Ea wàre daher auch ein gànz- 
lich auaaichtaloaea Untemehmen^ wenn man etwa yersuchen 
wollte, aua den Elementarachwingungen in den Strahlen dea 
Normalapektrums SchlUaae zu ziehen auf die apeziellen Eigen- 
achaften der die Strahlen emittierenden Oazillatoren. 

Die achwarze Strahlung lafit aich in der Tat ebenaowohl 
wie aua regelmàfiig periodiachen Schwingungen, ao auch aua 
gànzlich unregelmàfiigen Mnzelimpulaen zuaammengeaetzt an- 



166 Entropie und Wakrscheinlichkeit 



sehen. Die besonderen BegelxnàBìgkeiten, die wir an spektral 
zerlegtem monocliromatischen Licht beobachten, rtihren lediglich 
ber Yon den besonderen Eigenschaften der benutzten Spektral- 
apparate: des dispergierenden Prismas (Eigenperioden der 
Molekùle), des Beugangsgitters (Spaltbreite). Daher ist es un- 
zutrefEend, einen Unterschied zwischen Lichtstrahlen and Bontgen- 
strahlen, letztere als elektromagnetìschen Vorgang im Vakaum 
angenommen, in dem Umstand za erblicken, daB in ersteren 
die elementaren Schwingangen mit grofierer RegehnSLfiigkeit er- 
folgen. Die Zerlegbarkeit in eine FouBiEBSche Beihe von 
Partialschwingangen mit konstanten Amplitaden and Phasen 
gilt f)ir beide Axten yon Strahlen in ganz gleicher Weise. Was 
aber die Lichtschwingangen vor den Ròntgenschwingangen aas- 
zeicbnet, ist wesentlich die yiel kleinere Schwingungszahl ihrer 
Partialschwingangen, welche die Mdglichkeit ihrer spektralen 
Zerlegang bedingt, and aafierdem wahrscheinlich aach die 
yiel gròfiere zeitUche GleichmàBigkeit der Strahlangsintensitàt 
in jedem Gebiete des Spektrams, die aber keineswegs aaf 
einer besonderen Eigenschaft der elementaren Schwingangs- 
yorgànge, sondem lediglich aaf der Eonstanz der Mittelwerte 
beraht 

§ 161. Die im § 152 aasgedriickten Beziehangen zwischen 
Strahlangsintensitàt and Temperatar gelten fiir die Strahlang 
im reinen Vakaam. Befindet sich die Strahlang in einem 
Mediam yom Brechangsexponenten n, so wird die Abhàngigkeit 
der Strahlangsintensitàt yon der Schwingangszahl and der 
Temperatar darch den Satz des § 39 geregelt, daB das Prodakt 
der spezifischen Strahlangsintensitàt $, and des Qaadrats der 
Fortpflanzangsgeschwindigkeit der Strahlang far alle Sabstanzen 
den nàmlichen Wert hat. Die Form dieser aniyersellen Fank- 
tion (42) ergibt sich ohne weiteres aas (232) za: 

(258) S^^^^^^^-^^L-. 

Da nan der Brechangsexponent n der Fortpflanzangsgeschwindig- 
keit amgekehrt proportional ist^ so tritt f&r ein Mediam mit 
dem Brechangsexponent n an die Stelle yon (232) die allgemeinere 
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^^^'~T^ (259) 



*" -1 



and ebenso an die Stelle von (233) die allgemeinere Beziehang: 

Diese Ausdriicke gelten natlìrlich zagleich filr die Emission 
eines in bezag auf das Medium mit dem Brechungsexponenten n 
scliwarzeii Eórpers. 

§ 162. Wir wollen die gefandeneD Strahlungsgesetze non 
dazu benatzen^ um die Temperatur einer monochromatischen 
unpolarìsierten Strahlnng von gegebener Intensit&t za berechnen^ 
welche von einer kleinen Flàche (Spalt) in senkrechter Bichtung 
emittiert und durch ein beliebiges System diathermaner, durch 
zentrierte brecbende (oder spiegelnde) Eugelfl&chen yoneinander 
getrennter Medien nahe der Achse hindurchgegangen ist. Eine 
solche Strahlnng besteht aus homozentrischen Blìndeln und ent- 
wirft daher hinter jeder brechenden Flàche ein reelles oder 
yirtuelles Bild der emittierenden Flàche, wiederum senkrecht 
zur Achse. Das letzte Medium nehmen wir zun&chst, wie das 
erste^ als reines Vakuum an. Dann handelt es sich ftlr die 
Bestimmung der Strahlungstemperatur nach Qleichung (232) nur 
um die Berechnung der spezifischen StrahlungsintensitSlt £„ im 
letzten Medium^ und diese ist gegeben durch die G-esamtintensit&t 
der monochromatischen Strahlnng I^ die GrdBe der Bildflàche ì, 
und den ràumlichen Ò£Ehung8winkel Sì des durch einen Punkt 
des Bildes hindurchgehenden Strahlenkegels. Denn die spezi- 
fische Strahlungsintensit&t 9tr ist nach (13) dadurch bestimmt^ 
daB durch ein Flàchenelement da in senkrechter Bichtung 
innerhalb des Elementarkegels dSi 'm der Zeit di die dem 
Schwingungsinteryall von v bis v + dv entsprechende Energie- 
menge: 

2S^dadadvdt 

unpolarìsierten Lichtes hindurchgestrahlt wird Bedeutet nun d a 
ein Element der Bildfl9x^he im letzten Medium, so besitzt hier- 
nach die gesamte betrachtete auf das Bild fallende mono- 
chromatische Strahlnng die Intensit&t: 
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i,= 2Srfd(TfdQ. 



+ 1 



ly ist Yon der Dimension einer EnergiemeDge, da das Produkt dv • di 
eine reine Zahl ist Das erste Integrai ist die ganze Fl&che F 
des Bildes, das zweite ist der ràumliche Ofihungswinkel £2 des 
durch einen Punkt der Bildflàche hindurchgehenden Strahlen- 
kegels. Daher erh&lt man: 

(261) Iy=^2S^FSÌ, 

und daraus mit Benutzung von (232) als Temperatnr der 
Strahlung: 

Wenn das betrachtete diathermane Medium nicht das Vakuum 
ist, sondem den Brechungsexponenten n besitzt^ so tritt an 
die Stelle von (282) die allgemeinere Beziehung (259), und man 
erh&lt statt der letzten Gleichung: 

(268) ^ •" if • , l2hv^FSln^ ^ V 

oder, mit Substitution der Zahlenwerte von e, h und k: 
^ 0,487-10-".!' , ^ , 



log( 



l,46>10-*^y»i?^i2n« 



Hierbei ist der natfirliche Logarithmus zu nehmen, und J^ ist in 
erg, V in reziproken Sekunden, F in Qnadratzentimetem aus- 
zudrlicken. Bei sichtbaren Strahien wird man dén Summanden 1 
im Nenner meistens weglassen k5nnen. 

Die so berecbnete Temperatur bleibt der betrachteten 
Strahlung so lange erhalten, als sie sich in dem diathermanen 
Medium ungestSrt fortpflanzt, auch wenn sie sich bis in beliebige 
Entfemungen und in beliebig grofie Banme ausbreitet Denn 
wenn auch in grQBeren Entfemungen eine immer kleinere 
Energiemenge durch ein Fl&chenelement yon bestimmter GrdBe 
hindurchstrahlt, so yerteilt sich dieselbe dafilr auf einen um so 
schmaleren, von dem Elemento ausgehenden Strahlenkegel, so daB 
der Wert von ^ ganz ungeandert bleibt Daher ist die freie 



Berecknung der Strahlungseniropie und Fblgerungen daraus 169 



Ausbreitung der Strahlung ein yollkommen reversibler Vorgang. 
Die Umkehrang desselben làBt sich etwa mit Hilfe eines passenden 
Hohlspiegels oder einer Sammellinse realisieren. 

Fragen wir nun welter nach der Temperatur der Strahlung 
in den tLbrigen Medien^ die zwiscben den einzelnen brechenden 
oder spiegelnden Eugelflàchen liegen. In jedem dieser Medien 
besitzt die Strahlung eine bestimmte Temperatura die durch die 
letzte Formel gegeben ist, wenn man sie auf das von der Strahlung 
in diesem Medium erzeugte reelle oder yirtuelle Bild bezieht. 

Die Schwingungszahl v der monochromatischen Strahlung 
ist selbstverstàndlich in alien Medien dieselbe; femer ist nach 
den Gesetzen der geometrischen Optik das Produkt n^F£2 in 
alien Medien gleich. Wenn daher auch noch die Gesamtintensitat 
der Strahlung Z^ bei der Brechung (oder Reflexion) an einer 
Flàche konstant bleibt, 80 bleibt auch T konstant, oder mit 
anderen Worten: Die Temperatur eines homozentrischen Strahlen- 
btindels wird durch regelmàBige Brechung oder Reflexion nicht 
geàndert, falls dabei kein Energieverlust der Strahlung eintritt. 
Jede Schwàchung der Gesamtintensitat I^ aber, durch Spaltung 
der Strahlung, sei es in zwei oder in yiele verschiedene Bich- 
tungen, wie bei der di£fusen Reflexion, ftihrt zu einer Emiedrigung 
der Temperatur T des StrahlenbUndels. TatsSLchlìch findet ja 
im allgemeinen bei jeder Brechung oder Reflexion ein bestimmter 
Energieverlust durch Reflexion oder Brechung, und mithin auch 
eine Temperaturemiedrigung statt. Hier kommt also der prinzi- 
pielle Unterschied scharf zur Geltung, den es macht, ob eine 
Strahlung lediglich durch freie Ausbreitung, oder ob sie durch 
Spaltung bez. Absorption geschwàcht wird. Im ersten Fall bleibt 
die Temperatur konstant, im zweiten wird sie emiedrigt^ 

§ 163. Nachdem die Gesetze der Emission eines schwarzen 
Kdrpers festgestellt sind, làfit sich mit Hilfe des Eibghhgff- 
schen Gesetzes (48) das Emissionsvermogen E eines beliebigen 
Eorpers berechnen, wenn sein Absorptionsvermdgen A, bez. sein 



^ Deshalb ist aber doch die regul&re Brechung und Reflexion kiein 
irreversibler Vorgang. Denn die Entropie zweier koharenter Strahlen ist 
nicht gleich der Samme der Entropien der Einzelstrahlen, weil dieselben 
nicht unabhfingig voneinander sind im Sinne der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Vgl. § 158 und § 134, sowie einen demnftchst in Drudes Annaien 
erscheinenden Aufsatz yon M. Laue (Anm. bei der Korrektor). 
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Beflexion8yerm5gen 1 — ^ bekannt is& Bei MetaUen gestaltet 
sich diese Berechnang besonders einfach ftir lange Wellen, nach* 
dem E. Haoen und H. Bubens^ experimentell gezeigt haben, 
daB das Beflexionsyermdgen und Uberhaupt das ganze optische 
Verhalten der Metallo in dem genannten Spektralgebiete durch 
die einfachen MAxwELLschen Gleichungen dea elektromagnetischen 
Feldes flir homogene Leiter dargesteUt wird und somit nur von 
der spezifiscben Leitungsf&higkeit ftir statìonSxe galvanische 
Stxòme abhàngt Daher làBt sich das Emissionsyermògen eines 
Metalls ftir lange Wellen yollst&ndig ausdrtlcken durch scine 
galyanische Leitungsfàhigkeit in Verbindung mit den Formeln 
filr die schwarze Straiilung.' 

§ 164. Es gibt aber auch einen Weg zur direkten theore- 
tischen Bestimmung sowohl der galyanischen Leitungsfahigkeit 
und damit des Absorptionsyermdgens A ala auch des Emissions- 
yermdgens E yon MetaUen gerade fìir lange Wellen, wenn man 
yon den Anschauungen der Elektronentheorìe ausgeht, wie sie 
yon E.Bi£CK£' und namentlich yonP.DfiUDE^ fìlr die thermischen 
und elektrischen Vorg&nge in den MetaUen ausgebUdet worden 
sind. Hiemach beruhen aUe diese VorgSnge auf den schnellen 
unregelmàBìgen Bewegungen der Ellektronen^ die zwischen den ent- 
gegengesetzt elektrisch geladenen ponderablen MetaUmolektllen 
hin und ber fliegen und yon ihnen, wie auch untereinander, beim 
Zusammenstofi abpraUen, àhnUch wie Gasmolekille, wenn sie ein 
festes Hindemis oder sich gegenseitig treffen. Die Geschwindig- 
keit der W&rmebewegungen der ponderablen MolektQe ist n&m- 
lich gegen die der Elektronen zu yemachlàssìgen, weil im 
station&ren Zustand die mittlere lebendige Eraft der Bewegong 
eines ponderablen Molektlles gleich derjenigen eines Elektrons 
ist (ygl. oben § 154), und weil die tràge Masse eines ponderablen 
Molektlles die eines Elektrons um mehr als das Tausendfiache 
tibertrifft. Besteht nun im Innem des Metalls ein elektrisches 
Feld, so werden die entgegengesetzt geladenen Partikel nach 
entgegengesetzten Seiten getrieben, mit durchschnittlichen Ge- 
schwindigkeiteui die wesentlich mit yon der mittleren freien 

^ £. Haoen und H. Rubens, Dbudbs Ann. 11, p. 878, 1908. 

* E. AscHKiNABS, Drudes Ann. 17, p. 960, 1905. 
' E. RiECKE, WiED. Ann. 66, p. 363, 1898. 

* P. Drude, Dbudes Ann. 1, p. 566, 1900. 
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Weglftnge abh&ngen, und hieraus resultiert die LeitungsfÀhigkeit 
des MetaUs ftir den galyanischen Strom. Andererseits ergibt 
sich das Emissionsvermògen des Metalls ftir strahlende Wàrme 
aus der Berechnimg der Stdfie der Elektronen. Denn solange 
ein Elektron mit konstanter Geschwindigkeit in konstanter 
Bichtnng fliegt, bleibt seine kinetische Energie konstant und es 
findet keine Ausstrahlung Yon Energie stati; sobald es aber 
durch einen StoB eine Ànderong seiner Geschwindigkeitskompo- 
nenten erleidet, wird ein gewisser aus der Elektrodynamik zu 
berechnender Betrag Yon Energie, der sich stets in der Form 
einer FoimiEBSchen Beihe darstellen l&fit, in den nmgebenden 
Banm ausgestrahlt, ganz ebenso, wie man sich die Bdntgen- 
strahlang entstanden denkt durch den Anprall der yon der 
Eathode fortgeschleuderten Elektronen gegen die Antikathode. 
Durchf&hren làBt sich diese Berechnung bis jetzt allerdings 
nur unter der Voraussetzung, daB w&hrend der Zeit einer Partial- 
schwingung der FouniEBSchen Beihe eine groBe Anzahl von Elektro- 
nenstdBen stattfinden, d. h. filr YerhSltnismUBig lange Wellen. 

Diese Methode kann man non ofEenbar dazu benutzen, mn 
auf einem neuen, yon dem frQher eingeschlagenen ganz unab- 
h&ngigen Wege die Gesetze der schwarzen Strahlnng fbr lange 
Wellen abzuleiten. Denn wenn man das so berechnete Emissions- 
yermògen E des Metalls diyidiert durch das mittels der galya- 
nischon Leitungsfìlhigkeit bestimmte Absorptionsyermògen A des- 
selben Metalls, so muB nach dem EinOHHOFFschen 6esetz(48) 
das Emissionsyermdgen des schwarzen Edrpers, unabhftngig yon 
jeder speziellen Substanz, resultieren. Auf diese Weise hat 
H. A. LoBENTz ^ in einer tie%ehenden Untersuchung das Strahlungs- 
gesetz eines schwarzen Edrpers abgeleitet und ist dabei zu einem 
Besultat gekommen, das inhaltlich genau mit der Gleichung (240) 
tlbereinstimmt, wobei auch die Eonstante k mit der Gaskonstante R 
wieder durch die Gleichung (217) zusammenh&ngt Diese Art der 
BegrUndung der Strahlungsgesetze ist zwar auf das Gebiet langer 
Wellen beschrànkt, aber daftir gewàhrt sie einen tieferen, h5chst 
bedeutungsyoUen Einblick in den Mechanismus der Elektronen- 
bewegungen und der durch sie bedingten StrahlungsYorg&nge in 
Metallen. Zugleich wird dadurch die oben in § 160 geschilderte 



> H. A. LoBEMTZ, Proc. Kon. Akad. y. Wet Amsterdam 1903, p. 666. 
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AuffassuDg ausdrficklich bestatigt, wonach das Normalspektrum 
als zasammengesetzt aus einer groBen Schar gftnzlich tmregel- 
m&fiiger Elementarvorgànge betrachtet werden kann. 

§ 165. Eine Weitere interessante Bestàtigung des Strahlungs- 
gesetzes schwarzer Edrper fiir lange Wellen nnd des Zasammen- 
hanges der Strahlungskonstanten k mit der absoluten Masse der 
ponderablen Molekale hat yor karzem J. H. Jeans ^ anfgefunden, 
auf einem schon yorher von LordRAYLEiGH* beschrittenen Wege, 
welcher sich dadurch wesentlich yon dem hier eingescblagenen 
unterscbeidet, daB er die Heranziehung von speziellen Wechsel- 
wirkungen zwischen der Materie (MolekUle, Oszillatoren] und dem 
Àther ganz yermeidet und im wesentlichen nur auf die Yor- 
gànge im durchstrahlten Vakuum eingeht. Den Àusgangspunkt 
dieser Betrachtungsweise liefert folgender Satz der statistischen 
Mechanik (ygl. oben § 154). Wenn in einem den Hamilton schen 
Bewegungsgleichungen gehorchenden System, dessen Zustand 
durch die Werte einer groBen Anzahl yon unabhangigen Variabeln 
bestimmt ist^ und dessen Gesamtenergie sich additiy aus yer- 
schiedenen von den einzelnen Zustandsvariablen quadratisch 
abhàngigen Teilen zusammensetzt, irreyersible Prozesse statt- 
finden, so vollziehen sich diese durchschnittlich immer in 
der Richtung, daB die auf die einzelnen unabhàngigen Zu- 
standsyariablen entfallenden Teilenergien sich gegenseitig aus- 
gleichen^ so daB schlieBlich, bei Erreichung des statistischen 
GleichgewichtSy alle im Mittel einander gleich geworden sind. 
Nach diesem Satze l&Bt sich also in einem solchen System 
die stationlbre Energieverteilung angeben, sobald man nur 
die unabh&ngigen Variabeln kennt, durch welche der Zustand 
bestimmt ist 

Wir denken uns nun ein reines Vakuum in der Form 
eines Wlirfels yon der Eantenlànge /, mit metallisch spiegeln- 
den Seitenilàchen. Legt man den Eoordinatenanfangspunkt in 
eine Ek^ke des Wtirfels und die Eoordinatenachsen in die an- 
stoBenden Eanten, so wird ein in diesem Hohlraum m5glicher 
elektromagnetischer Vorgang dai^estellt durch das folgende 
System von Gleichungen: 



> J. H. Jeakb, Phil. Mag., 10, p. 91, 1905. 

* Lord Ràtlbior, Nature 72, p. 54 und p. 248, 1905. 
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(264) 



®, = eoa ^^ . sin -^^ • sin -^^-(«i cos 2n«'<+ei'sin 2n»0. 
®^ = sin -!^ . cos^^ • sin -^-(e, cos 2ji»<+ ^ sin 2ji»<), 
®^ = Sin — p- «sin — T-^*co8 — j—»{e^cos2nvt+e^^m2nv{), 
$^ = sin — ^- * cos — j^ • C08 — 2 — (A^sin ^nvt-^h^ cos2nvi), 

^^ = cos -^ . cos -^ . sin -^.(^sin 23rW- Vcos 2;iffO, 

wobei a, b, e irgend drei positiye ganze Zahlen bedenten. Die 
Grenzbedingangen sind in diesen Ausdrilcken dadnrch befriedigt, 
daB fùr die sechs Grenzflàchen x^O, x^ l, y ^ 0, y ^ l, z ^ 0, 
z^l die tangentìellen Eomponenten der elektrischen Feld- 
st9xke ® yerschwinden. Die MAXWELiiSchen Feldgleichungen (52) 
werden ebenfalls, wie man dorch Snbstitatìon erkennen kann, 
sàmtlich befriedigt, wenn zwischen den Eonstanten gewisse Be- 
ziehungen bestehen, welche sich alle in einen einzigen Satz za- 
sammenfassen lassen: Bezeichnet man mit a eine gewisse positive 
Eonstante, so bestehen zwischen den neon quadratisch angeord- 

neten GrdBen: 

ae he ce 



2/v 


2lv 
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a 


a 


_?L 


ìl 
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alle diejenigen Relationen, welche die neon sogenannten „Rich- 
tongskosinas^' zweier orthogonaler rechtshàndiger Eoordinaten- 
systemOy d. h. die Eosinus der Winkel je zweier Achsen der 
beiden Systeme^ erfiillen. 

Daher ist die Somme der Quadrate der Glieder jeder 
Horizontalreihe oder jeder Vertikalreihe » 1, also z. B. 

_^(a» + b» + 0-l (265) 

h\+h\+h\^a*^6\+e\+el, 
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Femer ist die Somme der Produkte entsprechender Glieder in 
je zwei Parallelreihen gleich nuli. Àlso z. B. 

(266) ae^ +ba, +ce, =0, 

a^ + bA, +0*5 = 0. 

Femer gelten Belationen von der Form: 



also: 


hi e, C0 e^ he 
a "" a ' 2/1^ a ' 21p ' 


(267) 


h- 2/y(^*> H)t U8W. 



Wenn die ganzen Zahlen a, 6, e gegeben sind, so ist nach (265) 
die Schwingungszahl v nnmittelbar dadnrch bestimmt. Dann 
lassen sich von den sechs 6r5Ben e^, e^, ^y ^> A,, A^ nor noch 
zwei beliebìg w&hlen, die Ubrigen sind dann eindeutìg, nnd zwar 
linear nnd homogen, durch sie bestimmt. Nimmt man z. B. 
e^ und e^ willldìrlich an, so berechnet sich e^ aus (266) und dann 
folgen die Werte von h^, \f ^ ^^s den Belationen von der 
Form (267). Zwischen den gestrichenen Eonstanten e^^ t^j e^\ 
h^'j h^j h^ bestehen genau dieselben Beziehungen wie zwischen 
den ungestrichenen^ von denen sie ihrerseits ganz unabhàngig 
sind. Daher lassen sich auch von ihnen noch zwei beliebìg 
wHhlen, etwa h^' und h^j so daB von alien in den obigen Glei- 
chungen vorkommenden Eonstanten bei gegebenen a, 6, e noch 
vier Eonstante unbestimmt bleiben. Bildet man nun flir jedes 
beliebige Zahlensystem a, B^ e Ausdriicke von der Form (264) 
und summiert die entsprechenden Feldkomponenten, so erhalt 
man wiederum eine Lòsung der Maxwell schen Feldgleichungen 
und Grenzbedingungen, welche aber nun so allgemein ist, dafi 
sie jeden beliebigen in dem betrachteten Hohlwiirfel m5glichen 
elektromagnetischen Vorgang darzustellen vermag. Denn lìber 
die in den einzelnen partikulUren Losungen unbestimmt gè- 
bliebenen Eonstanten e^y e,, h^\ h^ kann immer so verfùgt 
werden, daB der Vorgang jedem beliebigen An&ngszustand {t » 0) 
angepaBt werden kann. 

Ist nun, wie wir bisher angenommen haben, der Hohlraum 
ganz von Materie entbldBt, so ist der Strahlungsvorgang bei 
gegebenem Anfangszustand in alien seinen Einzelheiten eindeutig 
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bestimmt. Er zerfallt in eine Beihe von stehenden Schwingangen^ 
deren jede durch eine der betrachteten partikulàren Lòsaogen 
dargestellt wird, und die yoUstàndig unabhàngig yoneinander 
yerlanfen. Von Irreyersibilitàt kann also hierbei keine Rede 
sein, und daher auch nicht yon der Tendenz zu einem Ausgleich 
der auf die einzelnen Partialschwingungen entfallenden Teil- 
energien. Sobald man aber auch nur eine Spur von Materie in 
dem Hohlraum befindlich annimmt, welche die elektrodynamischen 
Scbwingungen beeinflussen k5nnen, z. B. einige Gasmolekttle^ 
welche Strahlung emittieren und absorbieren, so wird der Vor- 
gang ungeordneti und es wird sich, wenn auch langsam, ein 
Ùbergang yon weniger wahrscheinlichen zu wahrscheinlicheren 
Zust&nden yollziehen. Ohne nun auf irgendeine n&here Einzel- 
heit in der elektromagnetischen Eonstitution der Ijlolekiile ein- 
zugehen, kann man aus dem oben angefllhrten Satz der stati- 
stischen Mechanik den SchluB ziehen, daB unter alien mdglichen 
VorgSngen derjenige einen statìonUren Charakter besitzt, bei 
welchem die Energie sich gleichmàBig auf alle unabhàngigen 
Variabeln des Zustandes yerteilt hai 

Bestimmen wir also diese unabh&ngigen Variabeln. Zu- 
nàchst sind es die Geschwindigkeitskomponenten der Gasmolektile. 
Jeder der drei yoneinander unabh&ngigen Geschwindigkeits- 
komponenten eines MolekQls entspricht mithin im station&ren 
Zustand durchschnittlich die Energie ^L, wo L die mittlere 
Energie eines Moleknls darstellt und durch (222) gegeben ist 
(ygL § 154). Ebenso groB ist also die Teilenergie, welche im 
stationàren Zustand durchschnittlich auf jede der unabhàDgigen 
Variabeln des elektromagnetischen Systems entfàllt. 

Nun ist nach den obigen Ausfahrungen der elektromagne- 
tische Zustand des ganzen Hohlraums fiir jede einzelne, je einem 
bestimmten Wertensystem der Zahlen a, 6, e entsprechende 
stehende Schwiogung in irgendeinem Zeitpunkt durch yier yon- 
einander unabh&ngige Gr5Ben bestimmt. Folglich ist fiir die '-^ 
Strahlungsyorgànge die Anzahl der unabh&ngigen Zustands- / 
yariablen 4mal so groB als die Anzahl der móglichen Werten- 
systeme der positiyen ganzen Zahlen a, 6, e. 

Wir wollen nun die Anzahl der mòglichen Wertensysteme 
a, b, e berechnen, welche den Scbwingungen innerhalb eines be- 
stimmten kleinen Spektralbezirks, etwa zwischen den Schwingungs- 
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zahlen p nnd v + dv, entsprechen. Nach (265) genQgen diese 
Wertensysteme den Ungleichangen: 

(268) (li^)^„.+ b«+c«<(l^^^)\ 

wobei nicht nur — ~, sondern auch als groBe Zahl zu 

e 

denken ist Versinnlichen wir una jedes Wertensystem der a, Ì, e 
durch einen Pankt, indem wir die Werte der positiyen ganzen 
Zahlen a, i, e ala Eoordinaten in einem rechtwinkligen Eoordi- 
natensystem auffassen, so erfùllen die so erhaltenen Ponkte 
einen Oktanten des unendiichen Ranmes, nnd die Bedingung(268) 
ist gleichbedentend mit der, daB die Entfemung eines dieser 
Punkte Yom Anfangspnnkt der Eoordinaten zwischen den 

Werten -?^ und ^^^'^'^"^'^^ Uegt. Die gesuchte Zahl ist 



daher gleich der Zahl der Punkte, welche zwischen den beiden 
Eugelflàchenoktanten gelegen sind^ die den Badien und 

— "*" ^^ entsprechen. Da nun jedem Punkt ein Wtlrfel vom 

Volumen 1 entspricht, und umgekehrt, so ist jene Zahl einfach 
gleich dem Volumen der genannten Eugelschicht, also gleich: 

1 . /2Zy\« 2/rfy 

und die Anzahl der entsprechenden unabh&ngigen Zustands- 
variabeln gleich dem Vierfachen davon: 



Da nun auf jede unabh&ngige Zustandsyariable beim stationàren 

Vorgang durchschnittlich die Teilenergie — entfàllt, so kommt 

auf das Intervall der Schwingungszahlen yon t' bis t' + iv im 
ganzen die Energie: 

1671 /•*'•(/>' r 

8^^ ^• 

Dies ergibt, da das Volumen des Hohlraums P ist» fQr die 
ràumliche Energiedichte der Schwingungszahl v: 

, ISn V* dv r 
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und mit Substìtation des Wertes Yon L aus (222): 

u«-^-*— . (269) 

§ 166. Ein Vergleich der letzten Formel mit (242) zeigt, 
daB wir durch die statistisclie Mech&nik za genan demselben 
Zosammenhang zwischen Strahlongsdichte, Temperatnr und 
SchwiDgungszahl gefìlhrt werden, wie durch das aus den Besonator- 
schwingungen abgeleitete Strahlungsgesetz, allerdings nur {tir 
hinreichend lange Wellen, bez. bobe Temperaturen. Denn nur 
unter dieser Bedingung ist die Gleichung (242) gliltig. Aus 
dieser Beschrànkung erw&chst fibr die Anwendung der statisti- 
scben Mechanik auf die Strahlungavoi^^ge eine gewisse Scbwierig- 
keit Denn wUrde man den Satz Yon der gleicbm&fiigen Energìe- 
verteilung auf alle unabbftngige Zustandsyariabeln vollst&ndig 
unbescbrSnkt anwenden, so mùfite jene Beziebung ganz allgemein 
ftlr aUe Temperaturen und Schwingungszablen gelten, und das 
wUrde, wie man leicbt siebt, die Unmoglicbkeit einer station&ren 
Elnergieverteilung zur Folge baben, da die Elnergiedicbte zugleicb 
mit der Scbwingungszabl unbegrenzt zunebmen wùrde. 

Diese Scbwierìgkeit sucbt J.H. Jeans ^ durcb die Annabme 
zu beben^ daB in einem mit emittierender und absorbierender 
Substanz versehenen durcbstrahiten Hoblraum gar kein wirklicb 
stabiler Strablungszustand existiert» sondem daB die gesamte 
Yorbandene Energie im Laufe der Zeit in W&rmestrablung 
Yon immer h5beren Schwingungszablen Ubergebt, bis scblieB- 
lich die Geschwindigkeit der Molekularbewegung unmerklich 
klein und die absolute Temperatnr derselben daher gleich Nuli 
geworden ist 

Einer solchen Annabme kann icb micb aber nicht an- 
scblieBen. Denn wenn je ein aus der allt&glicben Erfahrung 
genommener Satz dadurch an ZuYcrl&ssigkeit gewinnt^ daB die 
Yerscbiedensten aus ibm gezogenen Folgerungen sicb als mit 
den feinsten Messungen in Ùbereinstimmung erweisen^ so trifft 
dies bei dem Satze zu, daB die Strablung in einem mit Materie 
Yersebenen Hoblraum einem Endzustand mit bestimmter end- 
licber EnergicYerteilung zwiscben Materie und Àtber zustrebt. 



1 J. H. JxANS, Proc. Boy. Soc. Voi. 76 A, p. 296, 545, 1905. 
Plaxck, Wftrmestnhlimg. 12 
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Alle bisher in der Theorie der W&rmestrahlaiìg gezogenen, zom 
Teil auf den ersten Blick Behr kOhn erscheinenden thermo- 
dynamischen Eonsequenzen, toh dem SoBCHHOFFScheii Satze 
der Proportionalit&t dea Emìssionsvermdgens und dee Absorptions- 
yermdgens angefangen, beruhen auf der Annahme der Ebdstenz 
eines im thermodynamischen Sinn absoluten Gleichgewichts- 
.' ^'^'^'^ j/ zustaDdes, und ihnen alien wùrde der Boden entzogen, wenn 
man jene Annahme fallen lieBe; dagegen ist noch niemals eine 
Folgerung jenes Satzes im Widerspruch mit der Erfahrung be- 
fìmden worden. Andererseits hai aich bisher nicht die Spor 
einer Andeutung dafùr gezeigt, die auf die Vermutung fflhren 
k5nnte, daB wir es bei der schwarzen Strahlung nicht mit einem 
wirklich Btabilen Zustand zu tun haben, im Gegenteil: schon 
die einfache Tatsache, daB ein Edrper durch W&rmestrahlung 
erw&rmt werden kann, daB also strahlende Energie ohne 
Eompensation in Energie der Molekularbewegong tibergehen 
kann, lieBe sich Yon jenem Standpunkt aus wohl nur schwer 
mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in Mnklang 
bringen. 

Ich bin daher der Meinung, daB die besprochene Schwierig- 

keit nur durch eine unberechtigte Anwendung des Satzes Ton 

der Gleichm&Bigkeit der Energiererteilung auf alle unabh&ngigen 

Zustandsvariabeln her?orgerufen ist In der Tat ist fiìr die 

, Giìltigkeit dieses Satzes die Voraussetzung wesentlich, daB die 

Zustandsverteilung unter alien bei gegebener Gesamtenergie yon 

Yomherein mSglichen Systemen eine „ergodÌ8che'' ist,^ oder kurz 

ausgedrùckt^ daB die Wahrscheinlichkeit dafbr, daB der Zustand 

des Systems in einem bestimmten kleinen „Elementargebiet<< 

(§ 150) liegt, einfach proportional ist der GròBe dieses Gebiets, 

//(Jwenn dasselbe auch noch so klein genommen wird. Diese 

\ Voraussetzung ist aber bei der statìon&ren Energiestrahlung 

y nicht erflillt; denn die Elementargebiete dUrfen nicht beliebig 

\ klein genommen werden, sondem ihre GrdBe ist eine endliche, 

{ durch den Wert des elementaren Wirkungsquantums h bestimmte. 

\ Nur wenn man das Wirkungselement h unendlich klein annehmen 

' dùrfte, wtirde man zu dem Gesetz der gleichmSBigen £2nergie- 

yerteilung gelangen. In der Tat geht fdr unendlich Ueines A, 



^ L. BoLTZMAmr, Gastheorìe II, p. 92, 101, 1898. 
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wie man aus der Formel (283) ersieht, ^^ allgemeine Energie- 
yerteilung in die spezielle hier abgeleitete (269) ùber, und es 
gelten dann tiberhaupt alle Beziehungen dea § 154, entsprechend 
dem BATLEiQHschen Strahlongsgesetz. Dann werden, ent- 
sprechend dem Satz von der gleichm&Bigen Ejnergieyerteilang, 
auch die Enei^en aller Resonatoren einander gleich, was im 
allgemeinen nicht der Fall isi 

Nat&rlich muB dem Wirkungselement h auch eine direkte 
elektrodynamische Bedeutnng zukommen; aber welcher Art diese 
ist, bleibt zun&chst noch eine offene Frage. 



12 



Funfter Abschnitt 

Irreversible Strahlungsvorgànge. 



Erstes Kapltel. 
Einleitung. Direkte Umkehrung eines Strahiungsvorgangs. 

§ 167. Nach den Entwickelongen im yorìgen Abschnitt 
kann man die Natur der Warmestrahlung innerhalb eines im 
stabilen thermodynamischen Gleichgewicht befindlichen isotropen 
Mediums in alien StUcken ala bekannt ansehen. Die Intensit&t 
der nach alien Richtungen gleichm&Bigen Strahlung h&ngt f&r 
alle Wellenlàngen ausschlieBlich von der Temperator und von 
der Fortpflanzongsgeschwindigkeit ab, nach der Gleichung (259) 
fdr die schwarze Strahlong in einem beliebigen Medium. Aber 
damit ist die Aufgabe der Theorie noch nicht erledigt; dieselbe 
hat yielmehr auch davon noch Bechenschaft abzulegen, in 
welcher Weise und durch welche Vorgànge eine ursprQnglich 
in dem Medium Yorhandene ganz beliebig gegebene Strahlung, 
wenn das Medium nach auBen durch eine undurchl&ssige Htille 
abgeschlossen ist, allmàhlich in den stabilen, dem Maximum der 
Entropie entsprechenden Zustand der schwarzen Strahlung iiber- 
gehty àhnlich wie ein in ein festes GefìLB eìngeschlossenes Gas, 
in dem urspriinglich beliebig gegebene Strdmungen und Tempe- 
raturdi£ferenzen vorhanden waren, allm&hlich in den Zustand 
der Buhe und der gleichm&fiigen Temperaturverteilung Ubergeht 

Diese sehr yiel schwierigere Frage l&Bt sich bis jetzt nur 
in beschrànktem Umfang beantworten. Zun&chst ist nach den 
ausfllhrlichen Eròrterungen im ersten Eapitel des vorìgen Ab- 
schnitts klar, daB man, da es sich hier um irreversible Prozesse 
handelt, mit den Prinzìpien der reinen Elektrodynamik allein 
nicht auskommen wird. Denn der reinen Elektrodynamik ist^ 
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ebenso wie der reinen Mechanik, der zweite Hauptsatz der 
Thermodynamik oder das Prinzip der YermehraDg der Entropie 
inhaltlìch fremd. Dies zeigt sich am anmittelbarsten in dem 
Umstand, daB die Grundgleichungen sowohl der Mechanik als 
auch der Elektrodynamik die direkte zeitliche Umkehning eines 
jeden Vorgangs gestatten, in geradem Widerspruch mit dem 
Prinzip der Vermehmng der Entropie. Selbstyerst&ndlich mtUisen 
hier alle Arten Yon Beibung und galyanischer Stromleitung aus- 
geschlossen gedacht werden; denn dieso Vorgftnge gehòren, da 
sie stets mit WSjrmeerzoagung verbunden sind, nicht mehr der 
reinen Mechanik oder Elektrodynamik an. 

Setzt man dies voraus, so kommt in den Grundgleichungen 
der Mechanik die Zeit i nur in den Beschleanigongskomponenten, 
also in der Form des Qoadrats ihres Differentials yor. Wenn 
man also in den Bewegongsgleichungen als Zeitvariable die 
Grdfie — t statt t einftìhrt, so behalten dieselben ihre Form 
unyerftndert bei, und daraus folgt, dafi, wenn man bei einer 
Bewegung eines Systems materieller Ponkte in irgend einem 
Augenblick die Geschwindigkeitskomponenten s&mtlicher Pnnkte 
pldtzlich nmkehrty die Bewegang genau riickw&rts yerlaofen mufi. 
Fùr die elektrodynamischen Vorgftnge in einem homogenen nicht- 
leìtenden Medium gilt ganz Àhnliches. Wenn man in den Maxwxll- 
schen Gleichungen des elektrodynamischen Feldes liberali — t 
statt t schreibt^ und auBerdem das Vorzeichen der magnetischen 
FeldstlLrke ^ umkehrt, so bleiben die Gleichungen, wie man 
leicht sehen kann, unyerSudert, und daraus folgt, daB, wenn 
bei irgend einem elektrodynamischen Vorgang in einem ge- 
wissen Zeitpunkt die magnetische Feldstàrke tlberaU pldtzlich 
umgekehrt wird, w&hrend die elektrische Feldst&rke ihren Wert 
beh&lt, der ganze Vorgang in umgekehrter Bichtung yer- 
laufen muB. 

§ 168. So unmittelbar dieser Satz, daB alle rein elektro- 
dynamischen VorgSnge auch in umgekehrter Bichtung yerlaufen 
kdnnen, f&r die Ausbreitung elektrodynamischer Wellen im 
reinen Vakuum zu erweisen ist, so scheint er auf den ersten 
Blick scine Giiltigkeit zu yerlieren bei den im dritten Ab- 
schnitt yon uns betrachteten Oszillatorschwingungen. Denn die 
Gleichung (171) fbr die Schwingungen eines solchen Oszillators 
lautet: 
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(270) Kf+Lf-^r^®.. 

wobei (E, die ^Eomponente der elektrischen Feldstftrke der er- 
regenden prim&ren Welle am Orte des Oszillators bezeichnet. 
FUhrt man non in dieser Gleichung die Differentiatìon Yon f, 
statt nach t, nach — t aus, so &ndert das D&mpfnogsglied sein 
Vorzeichen, und man k5nnte daher za glauben versncht sein, 
daB ein SchwingongSYorgang nicht in umgekehrter Richtung 
yerlaofen kann. Das w&re aber ein FehlscbluB. Denn zu dem 
ganzen Schwingungsvorgang gehórt nicht nur die Schwingung 
des Oszillators selber, sondem auch die ihn erregende prim&re 
Welle, und wenn von einer Umkehnmg des Vorgangs ge- 
sprochen wird, so mufi nicht nor der Oszillator, sondem auch 
das &ufiere Feld in Betracht gezogen werden. Nun sendet der 
schwingende Oszillator nach dem, was wir frQher (§ 107) ge- 
sehen haben, eine bestimmte Kugelwelle in das umgebende 
Vakaom hinaus, folglich wird er bei der Umkehrong des ganzen 
Vorgangs nicht nur von der umgekehrten ursprQnglich prim&ren 
Welle S^, sondem zugleich auch von der mngekehrten Engel- 
welle, d. h. von einer nach innen zn auf den Oszillator als 
Zentrum fortschreitenden Eugelwelle erregt» und es fr&gt sich, wie 
scine Schwingangen sich nun, unter diesem doppelten Einflufi, 
gestalten. Dieso Frage soli im folgenden allgemein untersucht 
werden. 

§ 169. Zuerst betrachten wir die Eigenschaften der von 
aufien nach innen auf den Oszillator als Zentrum zu fort- 
schreitenden Eugelwelle, welche die Umkehrung der direkten 
Yom Oszillator ausgesandten Eugelwelle darstelli Die direkte 
WeUe ist gegeben durch die Gleichungen (145), wenn man darìn 
Dir die Funktion F den in (148) angegebenen Ausdruck setzt. 
Deshalb wird die umgekehrte Welle, die entsteht, wenn lur 
Zeit I sa alle magnetischen Feldst&rken der direkten Welle 
plStiHch umgekehrt werden, dargestellt durch die n&mlichen 
Qleichungen (145), wenn man darin tur die Funktion F setzt: 

(271) F^l-'f{-t-l). 

Denn durch Substitution in (145) ergeben aioh daraus die n&m- 
lichen AusdrQcke f&r die Eomponenten der Feldstftike wie ftr 
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die direkte Welle, nur daB ùberall ^ t statt t steht, nnd daB 
das YoFzeichen der magnetischen Feldst&rke umgekehrt ist 
In der Tat bezeichnet die Wellenfankiion (271) eine nach innen 
fortschreitende Engelwelle. 

Es handelt 8ich jetzt um die Gr5Be der elektrischen Eraft^ 
mit der diese sich auf den Oszillator zusammenziehende Engel- 
welle den Oszillator erregt Das ist nach den allgemeinen S&tzen 
des § 111 die ;i^Eomponente der elektrischen Feldstàrke, welche 
diese Welle am Orte des Oszillators besitzen wilrde> wenn der- 
selbe gar nicht vorhanden w&re. Lassen wir also einmal den 
Oszillator ganz weg and betrachten den Verlauf der yon 
aoBen nach innen fortschreitenden Engel welle (271). Dieselbe 
wird im Eugelmittelpunkt, also im Anfangspunkt der Eoordi- 
naten, dnrch sich selber hindorchgehen, und zwar so, daB das 
elektromagnetische Feld der Welle endlich nnd stetig bleibt; 
denn es ist unmdglich, daB eine urspriinglich endliche Welle 
im freien Vaknum irgendwo nnd irgendwann eine unendlich 
groBe Feldst&rke erzeugt. Nehmen wir also den Ansdruck der 
durch sich selbst hindurchgegangenen nach aoBen fortschreiten- 
den Eugelwelle mit in die Wellenfanktion F anf, so erhalten 
wir ToUstàndiger als in (271): 

wobei nun f die nach innen fortschreitende, g die durch sich 
selbst hindnrchgegangene nach auBen fortschreitende Welle be- 
dentei Da f&r r = ^ fiir alle Zeiten endlich bleiben muB, 
so ergibt sich: 

Folglich: F=l-f[^t^L.y}ff^^r+L.y (272) 

Mit diesem Werte von Pstellen die Gleichungen (145) die direkte 
Umkehrung der vom schwingenden Oszillator emittierten Welle 
auch in ihrem spàteren Verlauf vor. Sie schreitet nach 
innen fort und streicht ilber den Oszillator hinweg, ohne dort- 
selbst unendlich odor unstetig zu werden, wie das Uberhaupt 
bei jeder den Oszillator erregenden Welle der Fall ist. Be- 
rechnen wir jetzt die ^Eomponente der elektrischen Feldstftrke 
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dieser Welle am Orte des Oszillators. Fflr hinFeichend Ideine 
Werte von r wird: 

wobei die Ableitungen f, f, f Yon f immer, auch im folgenden, 
nach dem Argament, nicht etwa nach i^ genommen za denken sind. 
Daraus folgt f&r die Wellenfanktioii (272): 

^=-f/*(-o-i$n-<). 

Dies ergibt nach (145) f&r die ^Eomponente der elektrischen 
Feldstàrke am Orte r = 0, da r> = a?" + y* + »*: 

§ 170. Nachdem wir nun die elektrische Ejraft festgestellt 
haben, mit welcher die sich nach innen fortpflanzende, durch 
die Umkehrung der urspriinglich emittierten Eugelwelle ent- 
standene Eugelwelle den Oszillator erregt, woUen wir die 
Schwingungen berechnen, welche der Oszillator ausfUhrt, wenn 
auBer der umgekehrten primàren Welle auch noch die um- 
gekehrte Eugelwelle auf ihn einwirki Bezeichnen wir die ge- 
suchte Schwingung mit f{f)t so muS nach der allgemeinen 
Schwingungsgleichung (270) gelten: 

(274) irr(<) + Lr(o-3Vr(o = e.(-o + 4i- ''(-*)• 

Denn als erregende Schwingung haben wir hier einzusetzen ein- 
mal die der umgekehrten prim&ren Welle, und dann die der 
umgekehrten Eugelwelle (273). 

Die Gleichung (274) wird befriedigt» wenn man setzt: 

(275) r(0 = /•(-/), 

aiso /"(o^-A-o, r[(ì^f[-t). ntì — f(-o- 

Denn dann ergibt sich aus (274): 

und diese G-Ieichung ist genau erfilllt f&r alle positÌTen Werte 
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von ij wenn die Gldchung (270) fttr alle negativen Werte von t, 
d. h. fUr alle Zeiten, welche dem Àugenblick der nmkehrung, 
i = 0, Yorausgehen, erfollt ist Hierdorch ist die Schwingung (275) 
des Oszillators ftir alle positiyen Zeiten gegeben, und sie stelli, 
wie man sieht, in alien Stùcken die ITmkehrang des direkten 
Schwingangavorgangs dar. 

§ 171. Fassen wir non welter die bei dem umgekehrten 
Vorgang vom OsziUator emittierte Welle ins Auge, so wird 
dieselbe nach (148) dargestellt durch eine nach auBen fori- 
schreitende Kugelwelle mit der Wellenfanktion: 



Tfi-i] 



(276) 



Dieser Welle superponiert sich die oben betrachtete durch das 
Eugelzentrum hindurchgegangene und nun ebenfalls nach auBen 
fortschreitende Kugelwelle, deren Wellenfunktion nach (272) den 
Wert besitzt: 



->^(- 



r 



t + ~]. (277) 



Nun ist gemàfi der Beziehung (275) die Summe der beiden 
Wellenfunktionen (276) und (277) gleich Nuli, die beiden nach 
aufien fortschreitenden Eugelwellen vemichten sich also gegen- 
seitig, und wir erhalten das Resultai, daB bei dem betrachteten 
umgekehrten Vorgang tlberhaupt keine Kugelwelle vom Oszillator 
nach auBen geht. 

Wenn man alles zusammenfaBt, so besteht mithin der um- 
gekehrte Vorgang einfach darin, daB die ursprOngliche primàre 
Welle wieder rackw&rts geht und daB der Oszillator die ursprUng- 
lich emittierte Welle wieder in sich aufnimmt, ohne eine neue 
Welle nach auBen zu entsenden, wobei er scine Schwingungen 
genau in umgekehrter Beihenfolge wiederholt.^ 

§ 173. Nehmen wir als Beispiel den speziellen Fall, daB 
Uberhaupt keine primàre Welle vorhanden ist, die den Oszillator 
zu Schwingungen anregt Dann erfolgt einfacbes Abklingen der 
Oszillatorschwingungen, mit konstantem Dekrement, nach Glei- 
chung (169), indem die Schwingungsenergie in Form von Kugel- 
wellen allm&hlich in den Raum hinausgestrahlt wird. Kehrt 



^ Vgl. L. BoLTZMAKN, SitzuDgBber. d. Berliner Akad. d. Wissensch. 
vom 3. Mftrz 1898, p. 182. 
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man nun zu irgend eìner Zeit die magnetischen Feldst&rken 
der emittìerten Eugelwelle liberali plòtzlich um und ebenso den 
Strom f ìm Oszillator, so geht der Vorgang genau umgekehrt 
Yor sich: die Eugelwelle kehrt zum Oszillator zurùck, seine 
Scbwingungen werden mit konstantem Inkrement yerst&rkt, und 
er saugt die frUher ausgestrahlte Energie voUstàndig wieder ein, 
ohne dabei irgendwelche Energiebetràge auszustrahlen. 

§ 173. Ein anderes drastìsches Beispiel erhalten wir, wenn 
ein Oszillator^ der ursprilnglich gar keine Energie besitzt (/"^O, 
/' = 0) von einer ebenen periodischen Welle getroflFen wird. Der 
Oszillator wird allmàblich immer sl^ker ins Mitschwingen gè- 
raten, bis der in § 112fif. ausfìilirlich untersuchte stationàre Vor- 
gang entsteht, wobei der Oszillator in der Periode der erregen- 
den prim&ren Welle schwingt^ mit einem groBeren oder kleineren 
Phasenunterschied gegen dieselbe, und zugleich eine gewisse 
Menge Energie nach alien Bichtungen des Raumes ausstrahlt^ 
die er der primMxen Welle entzieht (§ 115). Eehren wir nun 
den ganzen Vorgang plòtzlich um, so wird die prim9xe Welle 
den umgekehrten Weg gehen; beim Passieren des Oszillators 
nimmt sie die friiher an ihn abgegebene Energie wieder von 
ihm zurllck, und dadurch wird, obwohl der Oszillator gleich- 
zeitig von der zu ihm zuriickkehrenden Eugelwelle gespeist 
wird, und obwohl er jetzt gar keine Energie mehr durch 
Emission yerliert, dennoch seine Energie best&ndig verkleinert, 
bis sie zuletzt Nuli wird, indem f und f beide verschwinden. 
Wir haben hier also den Fall, daB eine prim&re Welle einem 
Oszillator, auf den sie fàllt, die gesamte Schwingungsenergie 
voUstàndig entzieht 

§ 174. Die letzten Beispiele umgekehrt verlaufender elektro- 
dynamischer StrahlungSYorg&oge machen es besonders dentlich, 
daB hier von einer GtLltigkeit der GFesetze der W&rmestrahlung, 
insbesondere von einer steten Vermehrung der Entropie, nicht 
die Bede sein kann, und wir kommen daher wieder auf den 
schon im vorìgen Abschnitt gezogenen Schlufi zurQck, daB eine 
Ableitung jener Gesetze aus der reinen Elektrodynamik nicht er- 
folgen kann ohne besondere Hypothesen, deren Inhalt auf eine 
Einschr&nkuug der elektrodynamischen MSglichkeiten hinaus- 
lHuit. Man erkennt aber auch sogleich, daB die luletzt be- 
schriebenen, Yom Standpunkt der Thermodynamik ganz un- 
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yerst&ndlichen Yorgànge nar durch eine besondere Eigen- 
tOmlichkeit der den Oszìllator erregenden Wellen zustande 
kommen. Die bei der Umkehrong eines StraMungSTorganges 
Yon yerschiedenen Seiten auf den Oszillator fallenden Strahlen 
sind D&mlich in ganz spezieller Weise abhàngig Ton der Vor- 
gescbichte dea Oszillators nnd dadurch auch abh&ngig Yon- 
einander. Wlìrde man nnr solche StrahlnngSYorg&nge ala m5g- 
lich znlassen, bei denen die yon yerschiedenen Seiten auf den 
Oszillator fallenden Strahlen keinerlei gesetzm&Sige Beziehungen 
zueinander aufweisen, so kònnte ein derartiger umgekehrter 
Vorgang gar nicht zustande kommen, und die Irreyersibilitat 
der StrahlungSYorgànge erschiene wenigstens nicht yon yom- 
herein ausgeschlossen. Eine solche Beschrànkung in den Eigen- 
schaften der auJBfallenden Strahlung ist nun enthalten in der 
Hypothese der ,,nattLrlichen Strahlung^S ▼on der in den n&chsten 
Eapiteln gezeigt werden soli, daB sie in der Tat die Gtìltigkeit 
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik auch fùr strahlende 
Energie gewàhrleistet. 

Zweites Kapitel. Ein Oszillator in beliebigem Strahiungsfeide. 
Hypothese der naturliclien Strahlung. 

§ 175. Wir behandeln jetzt genau die n&mliche Aufgabe 
wie im 3. Eapitel des dritten Àbschnitts, nur unter der ali- 
gemeineren Yoraussetzung, daB das Vakuum, in dem sich der 
Oszillator befindet, nicht yon gleichm&Biger stationUrer Strahlung, 
sondem yon 5rtlich und zeitUch beliebig yer&aderlichen Strahlen 
erf&llt ist, die nach alien mSglichen Bichtungen den Raum 
durchkreuzen. 

Sei wieder f{{) das Moment des yon dem linearen Oszillator 
zur Zeit i dargestellten elektrischen Dipois, @^(/) die in die 
Bichtung der Oszillatorachse fallendo Eomponente der Feld- 
st&rke des elektromagnetischen Feldes, welches yon den im 
Vakuum sich fortpflanzenden Wellen am Orte des Oszillators 
gebildet wird, so ist die Schwingung des Oszillators bestimmt 
durch seinen Anfangszustand (fOr t = 0) und durch die Diffe- 
rentialgleichung (172). 

Wir beschr&nken yon yornherein die ganze Betrachtuog auf 
ein begrenztes, wenn auch sehr groBes, nStigenfalls nach Jahren 
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z&hlendes Zeitintervall, etwa von t^^Ohìsi^T. Dann làBt sich 
die Funktion @,(Q ftir dieses Zeitìnterrall jedenfÌEdlB folgendermaBen 
schreiben: 

00 

(278) (&^^fdv'C,cos{2nvt'-&^), 



wobei Cy (positiy) und &^ gewìsse FunkiLonen der positìven 
Integratìonsvariabeln p bedeuten, deren Werte Ubrigens durch 
das Verhalten der GròBe (£^ in dem genannten Zeitìnterrall be- 
kanntlich noch nicht bestimmt sind, sondem aufierdem noch von 
der Art abhàngen, wie die Zeitfunktion (E^ Uber jenes Intervall 
hinaus nach beiden Seiten fortgesetzt wird. Daber besitzen die 
Qròfien C, und &^ einzehi gar keine bestimmte physikalische 
Bedeutung, und es w&re auch ganz unrichtig, wenn man die 
Schwingung (E, sich etwa ala ein kontinuierliches Spektram von 
periodischen Schwingungen mit den konstanten Àmplituden C^ 
Yorstellen wiirde, wie man Qbrigens auch schon daraus erkennt, 
daB der Gharakter der Schwingung S^ sich ja im Laufe der 
Zeit beliebig àndem kann. Wie die spektrsde Zerlegung der 
Schwingung @, yorzunehmen ist^ und zu welchen Besultaten sie 
fùhrt^ wird unten im § 180 gezeigt werden. 

Wir wollen das Zeitinteryall T so grofi w&hlen, daB nicht 
nur t'^ Tj sondem auch av^T durch eine groBe Zahl ausgedrilckt 
wird, und wollen im folgenden immer nur solche zwischen und T 
gelegene Zeiten t betrachten, fUr welche av^t, und um so 
mehr t^^ t, groBe Werte hat. Diese Festsetzung gewS.hrt n&mlich 
den Vorteil, daB wir dann yon dem Ànfangszastand des Oszillators 
(filr t ss 0) ganz absehen kònnen^ weil derselbe sich zur Zeit t 
nur mit einem Gliede yon der Gr5Bènordnung e^""^* geltend 
macht und daher dann keinen merklichen EinfluB auf den Zn- 
stand mehr ausQbi 

Unter den gemachten Voraussetzungen ei^ibt sich ftlr 
irgendeine erregende Schwingung S^ als allgemeine Ldsung der 
Schwingungsgleichung (172), wie leicht durch Vergleich mit (174) 
zu yerìfizieren: 

(279) m^-^^,fdp.^^.sìnr.^cos{2npi^x%^rr). 
wobei zur AbkQrzung gesetzt ist: 

(280) cìgr. = —'^^;^f^--' 
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Um Yy eindeutig zu machen, wollen wir noch festsetzen, 
daB y^ zwischen und n liegt 

sinr 

Da (T klein ist, so weicht — =-^ nur dann merklich von Nuli 

aby wenn v/v^ nahezu = 1, d. h. es tragen nur diejenigen G-lieder 
des FouBiEBschen Integrala merklich zur Besonanzerregang bei, 
deren Index v der Eigenschwinguug v^^ des Oszillators nahe liegt 
Man kann daher in vielen FUlen binter dem Integralzeichen v 
darch t^^ ersetzen, wovon wir im folgenden òfters Gebrauch 
machen werden. 

§ 176. Die y^Intensit&t der erregenden Schwingung''^ /ala 
Funktion der Zeit t delinieren wir ala den Mittelwert von (£| 
in dem ZeìtinteryaU von t hÌB i + r, wobei r mòglicbat klein ge- 
nommen iat gegen die Zeit T, aber immer noch grofi gegen die 
Zeit l/f^Q, d. h. gegen die Zeitdauer einer Eigenachwingung dea 
Oazillatora. In dieaer Feataetzung liegt eine gewiaae Unbeatimmt- 
heit, welche bewirkt, daB im allgemeinen / nicht nur yon t, 
aondem auch yon r abhUngig bleiben wird. Wenn diea der Fall 
iaty kann man yon einer Intenaitàt der erregenden Schwingung 
ùberhaupt nicht reden; denn ea gehdrt mit znm Begriff der 
Schwingungaintenait&t, daB ihr Betrag sich innerhalb der Zeit- 
dauer einer einzelnen Schwingung nur unmerklich àndert (ygl. 
oben § 3). Daher wollen wir kQnftig nur aolche VorgSLnge in 
Betracht ziehen, bei denen unter den angegebenen Bedingungen 
ein nur yon i abh&ngiger Mittelwert yon (Sì exiatiert Die spàter 
yorzunehmende weitere BeachiUnkung auf den Fall der y^natùr- 
lichen Strahlung^' wird zugleich auch die ErfìlUung der hier ala 
notwendig erkannten Bedingung enthalten. Um ihr in mathe- 
matiacher Hinaicht zu gentigen, wollen wir zun&chat annehmen, 
daB die GrdBen C^ in (278) ftir alle diejenigen Werte von v un- 
merklich klein aind, welche gegen t^^ yerachwinden, oder» andera 
auagedrùckt, daB in der erregenden Schwingung (£, keine ganz 
langaamen Perioden yon merklicher Àmplitude enthalten sind. 

Zur Berechnung yon J bilden wir nun aua (278) den Wert 
yon @| und beatimmen den Mittelwert dì dieaer GròBe durch 
Integration nach t yon ^ bia < + r, Diviaion durch r und fjbergang 



^ - o 



^ nieht zvL yerwechseln mit der y^Feldintensitftt'' (Feldstftrke) @» der 
erregenden Schwingung. 
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znr Greuze durch gehòrige Verkleinenmg Yon r. Els ergibt sich 
80 zanSxshst: 

00 00 

00 

Vertauscht man die Werte yon v and v\ ^ àndert sich die 
Funktion nnter dem Integralzeìchen nicht; daher setzen wir fest: 

v' >v 
and schreiben: 

(g/= 2^^dv'dvG^,G^co%i^nv't'-d'^)QO^{^nvt'-&^) 
oder: 

{&l^f[dv'dv a' C;{cos[2jr(y' - v)i - &^^ + &^] 

+ C08 [2n{v' + v)i - &^f - &^]]. 
Folglich: 

Da nach der oben gemachten Yoraassetzang alle diejenigen 
Cy anmerklich klein sind, fùr welche v gegen v^ verschwindet, 
so kann man in dem vorstehenden Aasdrackt^, und um so mehry', 
als yon gleicher oder hdherer GrdBenordnang wie v^ annehmen. 
Lassen wir nan r immer kleiner werden, so ist yermdge der 
Bedingang, dafi v^ r groB bleibt^ der Nenner {v' + 9)t des zweiten 
Bruches jedenfiedls groS, w&hrend der des ersten Braches, 
{v' "VJT, mit abnehmendem r anter jeden endlichen Betrag 
herabsinken kann. Daher redaziert sich das Integrai fbr ge- 
niigend kleine Werte yon v' -- p aaf : 

ffdv'dvC^^C^cosl2n{p' -p)t'^ &^f + &^], 

also in der Tat anabhàngig yon r. Die ùbrigen Glieder des 
Doppelintegrals, welche grdSeren Werten von p' -^p, d. h. 
schnelleren Ànderangen mit der Zeit entsprechen, hftngen im 
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(282) 



allgemeinen von r ab und massen daher verschwinden, wenn die 
Intensit&t J oicht von r abh&ngen solL Daher ist in unserem 
FaUe, wenn man noch 

als zweìte Integratìonsvariable stati v' einfiihrt: 

J^fJdiAdvC^^^C^cos{27tfAt''&y^^ + &^) (281) 
oder: 

«/= jdfjL{A^sm2nfit + Bf^coB2nfAt)y 
wobei: 

A^= jdvC^^f^C^ sin {ì% + ^ — i^-,) 

5^ =3 f rf V Cv + ^ Cy cos (d-y + ^ — &^) . 

Hierdorch ist die Intensitàt / der erregenden Schwingung, 
falls aie ùberhaupt existiert» als Funktion der Zeit t in der Form 
eines FouBiEBschen Integrals dargestellt 

§ 177. Schon in dem BegrifF der Schwingungsintensit&t J 
liegt die Voraassetzong enthalten, daB diese Ordfie mit der Zeit t 
viel langsamer yariiert als die Schwingang (E^ selber. Dasselbe 
folgt aus der Berechnnng Ton J im vorigen Paragraphen. Denn 
dort ist fbr alle in Betracht kommenden Wertenpaare von C, 
und Cy/ yr und r'r grofi, dagegen [p'-~v)t klein; folglich 
a fortiorì 

-?^^^ = ^ klein, (288) 

und demgem&B sind die FouBiEBSchen Integrale (E. in (278) 
und J in (282) in ganz yerschiedener Weise mit der Zeit ver- 
Suderlich. Wir werden daher im folgenden in bezng aof die 
Abh&ngigkeit yon der Zeit zwei verschiedenartig yerSuderliche 
Arten von GrdBen zu unterscheiden haben: schnell yer&nderliche 
GrdBen, wie@, und das mitS. durchdieDififerentialgleichung(172) 
verbundene ^ und langsam yer&nderliche Qrdfien, wie J und 
ebenso auch U, die Energie des Oszillators, deren Wert wir im 
n&chsten Paragraphen berechnen wollen. Doch ist dieser Unter- 
schied in der zeitlichen Verànderlichkeit der genannten GroBen 
nur ein relatiyer, da der absolute Wert des Differentialquotienten 
yon J nach der Zeit yon der GrdBe der Zeiteinheit abh&ngt und 
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durch geeignete Wahl derselben beliebig groB gemacht werden 
kann. Man ist daher nìcht berechtigt^ /(Q oder U(i) schlechthin 
als langsam yer&nderliche Funktionen von t za bezeichnen. Wenn 
wir diese Ausdrucksweise der Efbrze halber in der Folge dennoch 
anwenden, so geschieht das steta im relativen Sìnne, n&mlich 
mit Bezug auf das abweichende Verhalten der Funktionen (S.(0 
oder f{(). 

Was nun aber die Àbh&ngigkeit der Phasenkonstante &^ von 
ihrem Index v anbetrifft, so besitzt diese notwendig die Eigen- 
schaft der schnellen Ver&nderlichkeit im absoluten Sinne. Denn 
obwohl fA klein ist gegen r, ist doch die Differenz i9-y + ^ — t^*^ 
im allgemeinen nicht klein, weil sonst die OrdSen A^^ und B^ in 
(282) za spezielle Werte erhalten wtlrden, und daraus folgt, daB 
{d&pldv)'V durch eine grofie Zahl dargestellt wird. Hieran 
&ndert auch ein Wechsel der Zeiteinheit oder eine Verlegung 
des ÀnfaDgspunktes der Zeit nichts Wesentliches. 

Die schnelle Ver&nderlichkeit der GròSen &y und ebenso Cy 
mit p ist also eine im absoluten Sinne notwendige Bedingung f&r 
die Elxistenz einer bestimmten Schwingungsintensitàt J, oder mit 
anderen Worten: fiir die Mòglichkeit der Einteilung der yon der 
Zeit abhàngigen GroSen in schnell veiilnderliche und in langsam 
yer&nderliche — einer Einteilung, die auch in anderen physi- 
kalischen Theorien h&ufig gemacht wird und auf welche sich alle 
folgenden Untersuchungen grilnden. 

g 178. Die im Yorstehenden eingefllhrte Unterscheidung 
zwischen schnell ver&nderlichen und langsam yer&nderlichen 
GróBen ist in physikalischer Beziehung hier deshalb wichtig, 
weil wir im folgenden nur die langsame Àbh&ngigkeit yon der 
Zeit als direkt mefibar annehmen wollen. Damit nShem wir 
uns eben den in der Optik und in der W&rmestrahlung tat- 
s&chlich stattfindenden Verh&ltnissen. Unsero Aufgabe wird 
dann darin bestehen, Beziehungen ausschlieSlich zwischen lang- 
sam yerSlnderlichen GròSen aufzustellen; denn diese allein sind 
es, welche mit den Ergebnissen der Erfahrung yerglichen 
werden kònnen. Wir bestimmen daher nun zun&chst die 
Werte der wichtigsten hier in Betracht kommenden langsam 
yer&nderlichen GrdSen, n&mlich die Energie des Oszillators 
und den Betrag der yom Oszillator emittierten und absorbierten 
Energie. 
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Die Energie dea Oszillators^ die in (142) ansgedruckt 
ist^ besteht aus zwei Teilen: der potentiellen Energie und der 
kinetischen Energie. Da wegen der kleinen Dàmpfang der 
Mittelwert dieser beiden Energiearten jedenfalls der nàmliche 
ist, d. h. 

wie sich nbrigens anch direkt aus (168) und (279) ableiten ìlSSi, 
80 kònnen wir auch schreiben: 

U^Kp, (285) 

indem wir mit p den Mittelwert von /** in dem Zeitintervall 
yon t bis ^ + T bezeichnen. Dieser Mittelwert berechnet sich 
nach (279) genau in der n&mlichen Weise wie der yon (S. in 

§ 176, nur daB hier — 'C5\"V' «tatt a, und &^ + y, statt &^ 

zu setzen ist Wir erhalten daher analog (281) mit BUcksicht 
auf den Wert von K in (168): 



(286) 



Hierbei ist davon Qebrauch gemacht, daB /jl kein ist gegen v, 
und daB in dem Integrai nur diejenigen Glieder merklich in 
Betracht kommen, fui welche v nahe gleich t^^. 
Statt dessen kann man schreiben: 



U= jdfi {a^sm2nfAt + bf,C0B2nfAt), 



wobei: 



. (287) 



Ebenso wie C^ und &^, so ist auch y^^ wie man aus (280) 
orkennt, im absoluten Sinne schnell yer&nderlich mit v. Man 
darf daher, obwohl fjL klein ist gegen v, den Winkel y^^^ nicht 
etwa annàhemd gleich y^ setzen, nàmlich dann nicht, wenn fi 
Yon gleicher oder sogar hoherer OròBenordnung ist, wie av^, 

Flakcx, Wftnnestnhluog. 13 
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§ 179. Der Betrag der Yom Oszillator in der Zeit di 
emittierten Energie, ala einer ^^Ungsam yerSnderlichen'^ GrGBe, 
ergibt sich aus der Gleichung (151) za: 

oder nach (279), darch Bildnng dea Mittelwertes in derselben 
Weise wie oben: 



Sc^dt 



p-ffdPd^c,,,c.!'^Ii±^ 



8n« 

cos{2nfit - &y^^ + &^- r^Arn. + 7^^ 
also dorch Yergleich mit (286): 
(288) ^2GVQUdt. 

Die in einem Zeitelement yom Oszillator emittierte 
Energie ist proportional der Energie dea Oszillators, 
ferner seiner Schwingungszahl und seinem logarith- 
mischen Dekrement 

Der Betrag der yom Oszillator in der Zeit di absorbierten 
Energie, als einer ,,lang8am yerftnderlichen'' Oròfie, làfit sich 
entweder aus (170) berechnen darch die Bildong des Mittel- 
wertes yon (S, [-yj] iiùt Hilfe der bekannten Aasdriicke f&r (E, 

and f, oder aach direkt aas einer Anwendang des Prìnzips der 
Erhaltang der Energie, welche besagt, daB die im Zeitelement d t 
yom Oszillator absorbierte Energie gleich ist der Snmme der 
in dem Zeitelement erfolgten Energiezanahme and der emittierten 
Energie: 

289) ^dt:=^dU+2iTV^Udt. 

Setzt man hierin f&r U den in (287) gegebenen Wert, so 
ergibt sich f&r die in der Zeit di yom Oszillator absor- 
bierte Energie der Wert: 

di'Jdfi (a/8in2 ji|A< + b^' C032nfAt), 
(290) I wobei: 

bf/ ss 2 <r f/^ ò^ -f 2 91 (A a^ . 



Mn OsxiUaior in heUehigem Strahlungsfelde 195 



Piese GròBen woUen wir niin mit der Intensitàt der er* 
regenden Schwìngung in eine allgemeine Beziehung bringen, 
wobei immer festzuhalten ist^ daB das Verh&ltnis iiiav^ beliebig 
groBe und kleine Werte annehmen kann. 

§ 180. Von den bisher in nnseren Gleichnngen anf- 
tretenden EnergiegròBen diirfen wir ala direkt meBbar ansehen 
nur die Intensitat J der erregenden Schwingnng nnd die 
Energie U dea Oszillators. Dieselben stehen aber im all- 
gemeinen in keinem einfachen Znsammenhang miteinander, da 
die Eneide des Oszillators nicht allein von der Gesamt- 
intensit&t / der erregenden Schwingnng (E,, sondem noch yon 
spezielleren Eigenttìmlichkeiten^ nlLmlich yon den spektralen 
Eigenschaften dieser Schwingnng abhàngt. Man kann nnn offen- 
bar die Eigenschaften einer bestimmten erregenden Schwingnng 
dadurch welter yerfolgen, daB man die zn nntersnchende Schwin- 
gnng anf yerschiedene Besonatoren wirken làBt nnd die Energie 
miBt, welche ein jeder Besonator einzeln nnter dem EinfluB 
dorselben erregenden Schwingnng annimmt. Es ist dies ganz 
die nàmliche Methode, welche in der Aknstik znr Analyse eines 
Elanges angewendet wird. 

Hieranf griinden wir nnsere De^nition der in der Gesamt- 
intensit&t / enthaltenen Intensit&t % einer bestimmten 
Schwingnngszahl v. Wir setzen n&mlich: 



OD 



dv (291) 



nnd definieren %, eine ,,langsam yerànderliche" Fnnktion der 
beiden Variabeln v nnd i^ dnrch die Energie, welche ein Reso- 
nator mit der Schwingnngszahl if nnter dem EinflnB der er- 
regenden Schwingnng (E, annimmt Den Besonator nehmen wir 
der Einfachheit halber yon der gleichen Beschaffenheit an wie 
den bis jetzt betrachteten Oszillator. 

Doch ist hier noch ein wichtiger Funkt zn erledigen. Da 
nàmlich die Energie eines yon der Schwingnng S, erregten 
Besonators nicht allein yon seiner Eigenschwingnng, sondem 
anBerdem anch yon seiner Dàmpfhng abbangt, so ist noch anf 
eine geeignete Wahl der Dàmpfhngskonstanten des znr Messung 
der Litensit&t Sr benntzten Besonators Rùcksicht zn nehmen. 
Damit der Besonator anf eine bestimmte Schwingnngszahl nnd 

18* 
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nicht etwa auf ein endliches Intervall yon Schwìngungszahlen 
merklich reagiert^ muB sein Dàmpfungsdekrement klein sein. 
Es darf aber auch andererseits nicht allza klein genooimen 
werden; denn ein Resonator mit sehr kleiner DUmpfung braucht 
sehr lange Zeit zum Àbklingen^ und ein solcher Eesonator 
wtbrde den Zweck^ dnrcb sein Mitschwingen jederzeit eiue gleich- 
zeitige Eigenschaft der ibn erregenden, im allgemeinen mit der 
Zeit yer&nderlichen Schwingung anzngeben, nicht erf&llen, da 
seine Energie nicht yon der gleichzeitigen Beschaffenheit, 
Bondem zugleich auch yon der Vorgeschichte der erregenden 
Schwingung abh&ngen w&rde. Die Energie des Besonators 
wtirde also nicht die Intensit&t 3^ selber, sondem einen ge- 
wissen^ Qber einen grdBeren Zeitraom erstreckten Mittelwert 
dieser OroBe zum Ausdruck bringen. 

Dm diesen Umstand zu berQcksichtigen, wàhlen wir das 
logarithmische Dekrement q aller zur Analyse der erregenden 
Schwingung S, benutzten Resonatoren zwar klein gegen 1, 
machen aber doch qv groB gegen alle fi, was stets mòglich ist, 
da nach (283) ii klein ist gegen v. Dann ist der Zustand eines 
analysierenden Besonators, z. B. desjenigen mit der Schwingungs- 
zahl f^^ yollst&ndig bestimmt durch die gleichzeitige Beschaffen- 
heit der erregenden Schwingung, und man kann sagen, daB der 
Besonator alle Intensit&tsschwankungen der erregenden Schwin- 
gung momentan anzeigt. In der Tat ersieht man z. B. leicht 
aus (290), wenn man darin q statt a setzt, daB die Glieder mit 
dem Faktor (a gegen die Glieder mit dem Faktor qv^ yer- 
schwinden und daB dadurch die yom Besonator absorbierte 
Energie proportional wird seiner augenblicklichen Energie Uy 
was nur dann mòglich ist, wenn der Zustand des Besonators 
nur yon der gleichzeitigen Beschaffenheit der erregenden 
Schwingung abhàngt 

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die in der Ge- 
samtintensit&t / der erregenden Schwingung enthaltene In- 
tensitàt der Schwingungszahl t/^, die wir kurz mit g^ bezeichnea 
wollen, nach (286) als Funktion der Zeit gegeben durch: 

C0S(2«|A/-*, + ^+ *J. 
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Hier Ì8t Xq ein yon v^ abh&ngiger, sogleich za bestimmender 
Proportionalit&tsfaktor; der Winkel S^ geht aus y^ in (280) her- 
vor, wenn man darin q stati a setzty also: 

ctg^,= ''"'^"f^r"^ (292) 

und 8^^^ ist ad; gesetzt, da fA klein ist gegen qPq. Der 
Proportìonalit&tsfaktor x^ bestimmt sich auB der Bedingung (291). 
Schreibt man n3.mlich diese Bedingung nach (281) in der Form: 

OD 



so folgt aus dem soeben fbr g^ gefundenen Ausdmck, da ju 
und 9 nicht Yon v^ abh&ngen: 



1« fdv^'-l^^'ZÌJi^S,, 



•^1 



oder nach (292): 



"f'^0'^ 



Da nun q klein ist gegen 1, so branchi man nur diejenigen 
Werte der Funktion unter dem Iniegralzeichen za berilck- 
sichtigen, fllr welche Vq nahe = v ist, und erhàlt so ganz &hn- 
lich wie in § 122: 

16 n«»^ 



J^-J-vf 



8c« J ""^o ^ ^ , 4H«(y»-y)' 



1 + 



■v* 



leu Weri Yon x^ fiir t/^j = 
gibt sich: 



wenn x den Weri Yon x^ fiir f ^ = ^ bedeutet Daraus er- 



*o 3 e» 

Daher ist die Intensii&t So ^^^ Schwingungszahl i^^ 

wobei: 



(293) 
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Im allgemòinen werden die Werte yon H^ und 93^ noch 
Ton Q abh&Dgìg sein. In diesem Falle kann man yon einer 
Intensit&t der Schwingongszahl t^^ in bestimmtem Sinne gar 
nicht reden. Wir wollen non fur das Folgende die Yoraus- 
setzung machen, daB eine jede Schwingongszahl p eine ganz 
bestimmte, mit der Zeit ^langsam ver&nderliche'' Schwingangs- 
intensitàt 3, besitzt, unabh&ngig von der za ihrer Messung 
dienenden OrdBe q. Dann ist zugleich auch die schon in § 176 
eingefbhrte Bedingung erftQlti daB eine Gesamiintensitat 

00 



der erregenden Schwingung (S^ existiert. Auf die Frage, wes- 
halb und inwieweit diese Annahme, welche tibrigens in der 
Wàrme- und Lichtstrahlung bisher tatsàchlich stets gemacht 
wurde, in der Natur gerechtfertigt ist, soli hier nicht n&her 
eingegangen werden. 

§ 181. Wir haben jetzt die erregende Schwingung S,, die 
zu den „schnell yerànderlichen^' und daher nicht direkt meB- 
baren GrdBen gehòrt, so weit analjsiert^ daB wir ihre Ge- 
samtintensitàt / zu jeder Zeit in eine Reihe von meBbaren 
GròBen zerlegt haben: den Intensit&ten S, der yerschiedenen 
Schwingungszahlen v. Weitere Mittel^ um „langsam yer&nder- 
liche^' Eigenschaften yon (S^ abzuleiten, besitzen wir nicht; die 
Methoden der Analyse sind also hiermit erschòpft Was wir 
durch sie yon der schnell yerànderlichen Schwingung S^ kennen 
gelemt haben, ist aber im Vergleich zu der in ihr noch ent- 
haltenen Mannigfaltigkeit yon Eigenschaften nur àuBerst wenig. 
Die Funktionen (7, und &^ selber^ in ihrer Abh&ngigkeit yon v, 
sind und bleiben uns innerhalb eines breiten Spielraumes g&nz- 
lich unbekannt 

Stellen wir nun zunàchst dasjenige zusammen^ was wir 
durch Messung der Intensit&t ^o ^^^ Schwingungszahl v^, als 
einer langsam yerànderlichen Funktion der Zeit t, ùber die 
schnell yerànderlichen Grdfien C^ und &^ erfahren kònnen. Als 
meBbar haben wir in (293) die GròBen 91^ und 93jl zu betrachten, 
fUr alle Werte yon fA. Setzen wir nun: 

f294ì / ^' + '* f;8in(*, + ^ - *,) = «•+!, 

^ l a + ^acos(*, + ^-. *,) = ©• + 17, 
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wobei I und 17 scimeli yerànderliche Funktionen yon v und ^ 
sind, 80 folgt aus (293): 

Nun Ì8t mit RQckBiclit auf (292): 



Folglich: 
Ebenso: 



fi 






dv = 0. 






Da — Air alle Werte von v yerschwindet, deren Ver- 

y 

h&ltDÌs zu Pq nicht nahe gleich 1 ist, so stelli die OròBe H^ 
in (294) den langsam Yer&nderlichen Mittelwert der schnell 
yerìlnderliclien GrdBe G^ + f^Cr sin (i9'y + ^ — &p) Air p nahe gleich p^ 
yor, und ebenso 89° den entsprechenden Mittelwert der schnell 
yerftnderlichen OròBe C9 + ftC^cos{&y^f^ — &^y 

Kehren wir nun zu der Untersuchung des Oszillators mit 
der Schwingungszahl t^^ und dem Dàmpfungsdekrement a zurUck, 
80 ist zTmàchst yon yomherein einleuchtend, daB zur Berechnung 
des Einflusses, welchen die erregende Schwingung (S, auf den 
Oszillator auslìbt, die Kenntnis der Mittelwerte 9(^ und 93^ im 
aUgemeinen noch nicht gentigt^ sondem daB dazu die GròBen C^ 
und &y selber bekannt sein mQssen. In der Tat ersieht man 
aus dem in (287) abgeleiteten Ausdruck der Energie U des 
Oszillators, daB diese erst dann genau berec^net werden kann, 
wenn man die Werte yon C^ + ^G^ sin {&^^^ — &y) una yon 
Cy + ^ (7y cos (iJ'y + ^ — &r) ftbr jeden Wert yon p anzugeben yer- 
mag, fìir den pip^ nahe gleich 1 ist Mit anderen Worten: die 



^ Man k5nnte auch sehr yìel einfacher die Intensitfit 3^ einer be- 
stimmten Schwingnngssahl p dorch die genannten Mittelwerte definieren, 
indem man das f&r die Gesamtintenntftt J aufgestellte Integrai (281) ein- 
fach in der Form der Gleichung (291) Bchreibt nnd darans die Werte 91 
and 89^ ableitet Dann geht aber die bier benutzte phjsikaliscbe Bedeutnng 
der Definition yerloren. 
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in der erregenden Schwingung enthaltene Intensit&t ^o ^^^ 
Schwingungszahl v^f auch wenn aie ffìr alle Zeiten bekannt ist, 
bestimmt im aUgemeinen noch nicht die Energie U dea yon der 
Schwingung getroffenen Oszillators. 

Somit bleibt nichts anderes lìbrig, ala entweder auf die 
Konstatieruog eines allgemeinen Zasammenhangs der GròBen U 
und 3q tiberhaupt za yerzichten^ was aber den Ergebnissen al}er 
Erfahrung zuwiderlaufen wtirde, oder mittels einer neu einzu- 
fììhrenden Hypethese die Yorhandene Elafi za tiberbrticken. 
Die physikalischen Tatsachen entscheiden fbr die zweite Alter- 
native. 

Die Hypothese, welche wir jetzt ala die n&chstliegende und 
wohl einzig mdgliche einfùhren und fQr allea folgende beibehalten 
wollen^ beateht in der Annahme, daB bei der Berechnung Yon U 
aua der Gleichung (287) in den Integralen, welche die Werte der 
Koeffizienten a^ und ò^ angeben, flir die achnell yer&nderlichen 
GrSBen C^^^CySm(&y^^'- &^) und C^^f^C^cos{&^^^^&y) 
— die einzigen von Cy und &^ abh&ngigen GròBen, die in dieaen 
Integralen vorkommen — ohne merklichen Fehier ihre langaam 
verànderlichen Mittelwerte 9^ und 93^ geaetzt werden kònnen. 
Damit erhSit dann die Aufgabe, U aua ^ zu berechnen, eine 
ganz beatimmte, durch Meaaungen zu yeriiizierende Loaung. Um 
aber auazudrticken, daB die hier abzuleitenden Geaetze nicht fìir 
jede Art Schwingungen, aondem nur mit AuaachlieBung gewiaaer 
beaonderer EHnzelf&Ue gelten, woUen wir jede Art Strahlung, auf 
welche die hier eingeflihrte Hypotheae paBt, ala „natUrliche'' 
Strahlung bezeichnen. Dieaer Name empfiehlt aich deahalb, weil^ 
wie aich im n&chaten Eapitel zeigen wird, der ao charakteriaierten 
Strahlung gerade die Eigenachaften der W&rmeatrahlung zu- 
kommen. 

Man kann den Begriff der natQrlichen Strahlung noch an- 
achaulicher, aber weniger direkt^ ala oben geachehen, auch dahin 
faaaen, daB bei ihr die Abweichungen der unmeBbaren achnell 
yeranderlichen GròBen C^ + ^ C^ ain {t% ^. ^ — *,) uaw. von ihren 
meBbaren langaam yer&nderlichen Mittelwerten H^ usw. gàDzlich 
unregelm&Big aind, entaprechend der „elementaren Unordnung" 
(§ 132). 

§ 182. GemàB der im vorìgen Paragraphen eingefìlhrten 
Hypotheae ergibt aich aus der Gleichung (287): 
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oder: 



3c» r, «ny^^ 8iny^ 



wobei: 






OD 

dv ^ coB(r, + ^-r,), 





Nun ergibt sìch mit BerQcksichtìgUDg der in (280) gegebenen 
Werte von ctgy^ und ctgyy + ^ darch elementare Rechnungen, 
wobei besonders zu beachten ist, daB tr klein ìst and daB fx 
im allgemeinen von derselben GrdBenordnung ist wie av^: 



a 1 



2V . . ">* 



8 = ^^ 



2i'o* - . nV« 

Folglich, wenn man daraus a^ und ò^ berechnet und die so 
erbai tenen Werte in (290) einsetzt: 

Die in der Zeit dt vom Oszillator absorbierte Energie ist also 
nach (290): 
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oder nach (293): 

Die in einemZeitelement Yom Oszillator absorbierte 
Energie ist proportional der in der erregenden Sohwin- 
gung enthaltenen Intensitàt seiner Eigenperiode, ferner 
seinem logarithmischen Dekrement und dem EubuB der 
Licbtgeschwindigkeity und umgekehrt proportional der 
SchwingungBzabl. 

Bei der natilrlicben Strahlung wird also stets positive 
Energie absorbiert, was im aUgemeinen, wie schon in der § 111 
gemachten Bemerkung betont wnrde^ nicht der Fall za sein 
branchi 

Dnrch Substìtution des Wertes der absorbierten Energie in 
(289) erh&lt man Bcbliefilich die Fundamentalgleichong der ent- 
wickelten Theorie: 

oder: 

(296) i^-f + 2.,„£r-^3^. 

Dieso Differentìalgleichnng kann zur Berechnung der £2nergie U 
des Oszillators benntzt werden, wenn die seiner Scbwingungs- 
zahl Vq entsprechende Intensit&t 2^ der erregenden Schwingnng 
als Funktìon der Zeit gegeben ist Da die Fonktionen V{ij 
^^^ %{fì ^6^ nicht mehr darch FouBiEBSche Integrale dar- 
gestellt zu werden brauchen, so kdnnen wir von jetzt ab auch 
die frUher in § 175 eingefllhrte Beschr&nkung in bezag auf das 
betrachtete Zeitìntervall wieder aufheben, und dieso and die 
folgenden Gleichungen als fìir alle positìven und negatìyen 
Zeiten gQltig ansehen. 

Die allgemeine Lòsang der Differentìalgleichang (296) ist: 

— 00 

Fiir konstantes 3^ hat man: 



ErhaUung der Energie und Vermehrung der Entropie 203 

Bei konstanter Bestrahlung ist die Energie dea 
OszillatOTS proportional der in der erregenden Schwin- 
gung enthaltenen Intensitàt seiner Schwingungszahl, 
ferner dem Eabus der Lichtgeschwindigkeit^ und um- 
gekehrt proportional dem Quadrat der Schwingungs- 
zahl, aber unabh&ngig yon der D&mpfung. 

Nachdem wir so die Abh&ngigkeit der Energie des Oszillators 
Yon der Intensit&t der erregenden Schwingung festgestellt haben, 
wird es unsere nàchste Anfgabe sein, die letztere OròBe in 
Zosammenhang zu bringen mit der im umgebenden Felde statt- 
findenden Energiestrahlung. Dies geschieht nach bekannten 
Methoden im n&chsten Abschnitt und fbhrt zur Formulierung 
der Gesetze der Energie und der Entropie. 

Drittes Kapitei. 
Erbaitung der Energie und Vermehrung der Entropie. 

§ 188. Indem wir jetzt zar Untersuchung der Vorgànge 
in dem den Oszillator umgebenden elektromagnetischen Felde 
Qbergehen, wollen wir ùberall im folgenden yon den im vorigen 
Kapitei abgeleiteten Eesultaten Gebrauch machen, selbstverstSud- 
lich unter der Voraussetzung, daB dabei liberali und za alien 
Zeiten die Bedingungen der natiìrlichen Strahlung erfCQlt sind. 
Dementsprechend brauchen wir klìnftig nie mehr mit Amplitaden 
und Phasen zu rechnen, sondern stets nur mit Intensit&ten und 
Energien, d. h. mit ^^Ift^gsam yer&nderlichen'< (im Sinne des § 177) 
GròBen. In diesem Sinne ist auch die Bedeutung der unten 
benutzten Baumelemente und Zeitelemente zu yerstehen, nàmlich 
als GroBen, welche unendlich klein sind gegen die Dimensionen 
der betrachteten Bàume und Zeiten^ aber immer noch groB 
gegen die betrachteten Wellenlàngen und Schwingungsdauem. 
Die W&nde des durchstrahlten Yakuums denken wir uns als 
ruhende, absolut spiegelnde Fl&chen, deren Krtboamimgsradien 
groB sind gegen alle in Betracht kommenden Wellenl&ngen (§ 2). 

Dann ist die totale Energie U^ des durchstrahlten Yakuums 
und einer darin in gehòrigen Abstànden yoneinander befindlichen 
Anzahl yon OsziUatoren der betrachteten Art yon der Form: 

U,^2U + judx, (297) 



204 Irreversible Strahlungsvorgànge 



wobei TJ die Energie eines einzelnen Oszillators, 2 die Sammatioii 
Uber alle Oszillatoren, und u die Dichte der straUenden Energie 
im Baumelementcfr des Vakuums bezeichnet Da die Oszillatoren 
verschwindend Ideine B&ame einnehmen, so ist es gleichgliltig, 
ob in dem Integrai die Integration auch Uber die von den 
Oszillatoren erfùUten R&ume erstreckt wird oder nicht 

Die rànmliche Dichte u der elektromagnetischen Energie in 
einem Pankte des Vakuums ist: 

wo ®|, ®^, ®.% $1, $*, ^ì die Quadrate der Feldstàrken be- 
deuten^ als ,,langsam yeranderliche'' Grdfien (§ 177) betrachtet, 
und daher mit dem auf den Mittelwert deutenden Querstrich 
versehen. Da ftlr jeden einzelnen Strahl die mittlere elektrische 
und magnetische Energie gleich sind^ kann man immer schreiben: 

(298) u = ^m+^ + ^l). 

Nun woUen wir die Intensitàt / = @« der einen Oszillator 
erregenden Schwingung (§ 176) aus den Intensitàten der den 
Oszillator von alien Seiten treffenden Wàrmestrahlen berechnen. 

Zu diesem Zweck mùssen wir auch auf die Polarisation der 
den Oszillator trefifenden monochromatischen Strahlen Rùcksicht 
nehmen. Fassen wir also zunàchst ein Strahlenblìndel ins Àuge, 
welches den Oszillator innerhalb eines Elementarkegels trifift, 
dessen Spitze im Oszillator liegt, und dessen Òffnung d Sì durch (5) 
gegeben ist, wobei die Polarwinkel & und (p die Bichtung der 
Fortpflanzung der Strahlen bezeichnen, so zerf&Ut das ganze 
Strahlenbttndel in eine Reihe monochromatischer Btindel, yon 
denen eines die Hauptwerte der Intensit&t S und ^' (§ 17) be- 
sitzen moge. Bezeichnen wir nun den Winkel, welchen die zur 
Hauptintensitàt S gehòrìge Polarisationsebene mit der durch die 
Bichtung des Strahles und die Z-Àchse (die Oszillatorachse) ge- 
legten Ebene bildet^ mit m, einerlei in welchem Quadranten, 
so làBt sich nach (8) die spezifische Intensitàt des monochro- 
matischen Bttndels zerlegen in die beiden geradlinig und senk- 
recht aufeinander polarisierten Eomponenten: 

ff cos* 01 + S' sin* co , 

S: sin* co + S' cos* o? , 



ErhaUung der Energie tind Vermehrung der Entropie 205 



You denen die erste in der durch die Z-Achse gehenden Ebene 
polarisiert ist, da sie fllr o? = gleich $ wird. Diese Eom- 
ponente liefert keinen Beitrag zu dem Werte yon (£, im 
Oszillator, weil die elektrìsche Feldst&rke eines geradlinig polari- 
sierten Strahles senkrecht steht aaf der Polarisationsebene. Es 
bleibt also nor tibrig die zweite Komponente, deren elektrìsche 

Feldstarke den Winkel ^ — 0- mit der Z-Achse bildet Nun ist 

nach dem PoYKTiNGschen Satze die Intensit&t eines geradlinig 

polarisierten Strahles im Vakaum gleich -~—mBÌ dem mittleren 

Quadrat der elektrischen Feldst&rke. Folglich ist das mittlere 
Quadrat der elektrìschen Feldstarke des hier betrachteten 
Strablenbiindels: 

— (S sin* a> + ^ cos» a})dvdi2 

nnd das mittlere Quadrat der Eomponente dayon in der Richtung 
der Z-Achse: 

^ (S sin» fi> + «' cos« ù}) sin» &dvda. (299) 

Durch Integration Uber alle Schwingungszahlen und alle Ofihungs- 
winkel erhalten wir mithin den gesuchten Wert: 

®f = -^ /sin* & d nfdv (R, sin» (o^ + S^' cos« a?,) = /. (300) 

Sind speziell alle Strahlen unpolarìsiert imd die Strahlungs- 
intensitàt nach alien Richtungen konstant, so ist 9^ = $/ und, da: 

f%m^&dn^ffBm^&d&d(p^^, 

und durch Substitution in (298): 

u^^J^dv, 

tibereinstimmend mit (22) und (24). 

Nehmen wir nun nach § 180 die spektrale Zerlegung der 
Intensitàt / vor: 

so ergibt sich durch Vergleichung mit (300) fiir die in der 



206 Irreversible Strahlungsvorgànge 



erregenden Schwingung enthaltene InteDsitàt einer bestìmmten 
Schwingungszahl v dor Wert: 

(301) 3, = "V'/s^^* &da{%. sin* 01, + ft,' cos» ©J . 

Da nun g mit der Energie TJ dea Oszillators durch die 
Oleichung (296) zusammenh&Dgt, so ist hiermit die Mòglichkeit 
gegeben, die Schwingung des Oszillators za berechnen, wenn 
die Intensitaten und Polarisatìonen aller den Oszillator treffen- 
den Strahlen fOr alle Zeiten bekannt sind. Insbesondere er- 
gibt sich f&r unpolarisierte und nach alien Richtungen gleich- 
màBige Strahlung: 

und nach (296): 

-TT- + 2avU^ R. 

at V 

Der Index kann yen jetzt an weggelassen werden. Ist die 
Strahlung auch nochunabh&ngigyonderZeit, oderderStrahlungs- 
zustand ^^stationàr", so ist auch ZJvon der Zeit unabh&ngìg und: 

302) cr=^ft, 

ùbereinstimmend mit Gleichung (193). 

§ 184. Die ganze in der Zeit dt von dem Oszillator ab- 
sorbierte Energie betr&gt nach (295): 

oder nach (301): 

dt • ^^/sin«i9- dfi(Ssin«ft) + ft' C08«a>). 

Daher wìrd Yon der in der Richtung {d-j (j) auf den Oszillator 
fallenden Strahlung in der Zeit di der Energiebetrag: 

flj< . I^lf_(ft8in«(» + K'cos»ft))8Ìn«* dfì 

absorbiert. 

Nun betrgigt die spezifische Intensit&t der in der Richtung 
{&, (p) auf den Oszillator fallenden Strahlung, soweit aie ,,ab- 
sorbierbar'^ ist^ d. h. die dem Oszillator entsprechende Schwingungs- 
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zahl und Polarisation besitzt, nach(299)y da der Faktor -^dv dSi 
hier wegzulassen ist: 

(S sin» tó + S ' co8« (o) sin* & . (303) 

Daraus ergibt sich der Satz: der absolate Betrag der vom 
Oszillator in der Zeit di absorbierten Eneide wird erhalten, 
wenn man die spezifìsche Intensit&t der in irgendeiner Ricb- 
tung (d-y (f) auf ihn fallenden absorbierbaren Strahlung mit 

di ' ~— • dQ (304) 

multipliziert und diesen Ausdmck tiber alle Bichtongen {p-, qp) 

q g^i gm 

integriert. Der Faktor - — bestìmmt also die Breite dea vom 

Oszillator aufgefangenen StrahlenbUndels, indem er ein 
Mafi liefert fUr das Prodokt aus dem Querschnitt dieses Bilndels 
am Orte des Oszillators und soiner Spektralbreite. 

Auf der anderen Seite betr&gt die Yom Oszillator in der 
Zeit di nach alien Richtungen emittierte Energie nach (288): 

di^2GvU 
oder, was dasselbe ist: 

4n J 

Da nun die Intensit&t der yom Oszillator in der Bichtung 
{&, (p) emittierten Strahlung nach (150) unabhàngig ist von q) 
und proportional sin' &, so betr&gt die in der Zeit di in dieser 
Richtung emittierte Energie: 

di'^^Usìn^&dQ 

in 

und die spezifische Intensitàt der yom Oszillator in der- 
selben Bichtung emittierten Strahlung, durch Diyision mit (304): 

^^^^t. (305) 

FUr den am Schlufi des yorigen Paragraphen betrachteten 
^^stationàren'^ Strahlungszustand ist 

« = r und cr«4^- 

Man sieht also, daB im station&ren Strahlungszustand die spezi- 
fische Intensit&t (303) der in irgendeiner Bichtung auf den 
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Oszillator fallenden absorbierbaren Strahlang gleich ist der 
spezifischen Intensita^t (305) der in derselben Bichtung vom 
Oszillator emittìerten Strahlang, wie es sein mofi. 

§ 186. Wir wollen non, ala Vorbereitung fìLr die folgenden 
Deduktionen, die Eigenschafben der verschiedenen den Oszillator 
passierenden Strahlenbtindel noch nàher ins Auge fassen. Yon 
alien Seiten treffen Strahlen auf den Oszillator; betrachten wir 
wieder diejenigen von ihnen, welche in der Eichtung {&, (f), 
innerhalb des Elementarkegels dSì, dessen Spitze im Oszillator 
Uegt, auf ihn zulaufen, so kSnnen wir sie uns zunàchst zerlegt 
denken in ihre monochromatischen Bestandteile, und brauchen 
uns nur mit demjenigen dieser Bestandteile weiter za beschaftigen, 
welcher der Schwingungszahl v des Oszillators entspricht; denn 
alle librigen Strahlen streichen iiber den Oszillator einfach hinweg, 
ohne ihn zu beeinflussen oder von ihm beeinfluBt za werden. 
Die spezifische Intensit&t des monochromatischen Strahles von 
der Schwingungszahl v ist: 

s + r, 

wenn fi und ft' die Hauptintensit&ten vorstellen. Dieser Strahl 
wird nun je nach den Richtungen seiner Hauptpolarisations- 
ebenen in zwei Eomponenten (8) zerlegt 
Die eine Eomponente: 

ftcos^G} + ft' sinico 

geht direkt iiber den Oszillator hinweg und tritt vòllig un- 
geàudert auf der anderen Seite wieder aus; sie liefert also einen 
in der Richtung {&^ 9) innerhalb der Eegeldffiaung dSì vom 
Oszillator ausgehenden geradlinig polarisierten Strahl, dessen 
Polarisationsebene durch die Achse des Oszillators hindurch- 
gehty und dessen Intensitàt betrSLgt: 

(306) S co8> (» + »' sin» ft> = ft". 

Die andere, senkrecht auf der vorigen polarìsierte Komponente : 

S sin* co + ft' 008* ft> 

zerf&llt wiederum in zwei Teile: 

(Jì sin* (» + S' cos* (o) cos* & 
und: 

(S sin* co + 18' cos* co) sin* &• , 
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von denen der erste ungeandert durch den Oszillator hindurch- 
passiert, der zweite dagegen absorbiert wird. Stati des letzteren 
erBcheint aber in der vom Oszillator ausgehenden Strahlung die 
Intensitàt des emittierten Strahles (305): 



Diese liefert zosammen mit dem ersten, unveràndert gebliebenen 
Teile die gesamte Intensit&t des vom Oszillator in der Bichtung 
{&, g>) innerhalb des Offnungswinkels di2 ausgehenden, senkrecht 
auf (306) polarisierten Strahles: 

(« sin* ft> + S' cos* (o) cos* & + ^ sin* & = «'" . (807) 

Im ganzen haben wir also schlieBlich in der Bichtung {&, tp) 
innerhalb dQ vom Oszillator ausgehend einen aus zwei senk- 
recht zueinander polarisierten Komponenten zusammengesetzten 
Strahl, dessen cine Polarisationsebene durch die Achse des 
Oszillators geht und dessen Hauptintensitàten die Werte S" 
und S'" besitzen. 

§ 186. Es ist nun leicht, sich Rechenschaft zu geben von 
der Erhaìtung der Gesamtenergie des Systems auf Ghrund der 
lokalen darin stattfindenden Energieànderungen. 

Wenn gar kein Oszillator im Felde vorhanden ist, so beh&lt 
ein jedes der unendlich yielen elementaren Strahlenblindel beim 
geradlinigen Fortschreiten mit seiner spezifischen Intensit&t auch. 
scine Energie unveiilndert bei, auch bei der Beflexion an einer 
als eben und absolut spiegelnd vorausgesetzten Grenzfl&che 
des Feldes. 

Jeder Oszillator dagegen bewirkt im allgemeinen cine 
Ànderung der ihn treffenden Strahlenbfindel. Betechnen wir 
die ganze Energieànderung, die der oben betrachtete Oszillator 
in der Zeit di in dem ihn umgebenden Felde hervorruft Dabei 
brauchen wir nur diejenigen monochromatischen Strahlen za 
berùcksichtigen, welche der Schwingungszahl v des Oszillators 
entsprechen, da die Ubrigen durch ihn gar nicht alteriert werden. 

In der Bichtung {&, (p) innerhalb des Elementarkegels d£ì 
wird der Oszillator von einem irgendwie polarisierten Strahlen- 
bilndel getroffen, dessen Intensit&t durch die Summe der beiden 
Hauptintensitaten S und ^' gegeben ist Dieses StrahlenbQndel 

Plahok, WlrmestrAhliiiig. 14 
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ì^t, der Bedeutung dea Ausdrncks (304) gemAfi, in der Zeit dt 
die Energie: 

auf den Oszillator fallen, und dadorch wird auf der Seite der 
ankommenden Strahlen der nàmliche Energiebetrag dem Felde 
entzogen. Auf der anderen Seite geht daf&r vom Oszillator in 
derselben Bichtung {&, qr) ein in bestimmter Weise polarisiertes 
Strahlenbtlndel aus, dessen Intensit&t dnrch die Summe der 
beiden Hauptintensitàten ft" nnd &'" gegeben ist Dadurch wird 
dem umgebenden Felde in der Zeit dt der Enei^ebetrag 

{^"+^'")dt^^dQ 

zugefahrt. 

Im ganzen betràgt also die in der Zeit di eingetretene 
EnergieSuderung des den Oszillator umgebenden Feldes, durch 
Subtraktion des vorletzten Ausdruckes vom letzten und Inte- 
gration ùber dQ: 

d<-4^/rffi(S" + «'" - « - fiV 

Nimmt man dazu die in derselben Zeit eingetretene Energie- 
ànderung des Oszillators: 

so verlangt das Prinzip der Erhaltung der Energie, daB die 
Summe der letzten beiden Ausdrficke verschwindet, d. L daB 

(308) -^ + ^^jdSì[^'' + ft'" - ft - JT) = 0, 

und das ist in der Tat der Inbalt der beiden Oleichungen (296) 
und (301), wenn man bertìcksichtigt, daB nach (306) und (307): 

ft" + r" -«-»' = [^ - ftsin^fi) - fi'cos^fi)) sin»t5^. 

§ 187. Wir bilden jetzt, entsprechend der totalen Energie U^ 
in (297), die totale Entropie des betrachteten Systems: 

(309) S.^^S+Jadr. 

Die Summation S ist wieder tlber alle Oszillatoren, die Lite- 
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gration tiber alle Raumelemente dr des durchstrahlten Feldes 
za erstrecken. S, die Entropie eines einzelnen Oszillators, ist 
als Funktion von D gegeben durch (227), und e, die r&amliche 
Entropiedichte in einem Punkte des Feldes, ist als Funktion 
aller Hauptstràhlnngsintensit&ten Si und ft' gegeben durch (131), 
in Verbindung mit (129) und (229). 

Nun wollen wir die Ànderung berechnen, welche die totale 
Entropie S^ unseres Systems im Zeitelement di erleidet Wir 
halten uns dabei genau an die analoge im vorigen Paragraphen 
{tir die Energie des Systems durchgefìlhrte Rechnung. 

Wenn gar kein Oszillator vorhanden ist, so bebUt ein jedefir 
der im Yakuum vorhandenen unendlich vielen StrahlenbUndel 
beim geradlinigen FortschrMten zugleich mit seiner spezifischen 
Intensit&t seine Entropie unveràndert bei, auch bei der Beflexion 
an einer als eben und absolut spiegelnd vorausgesetzten Grenz- 
flàche des Feldes. Durch die Strahlaxigsyorg&nge im freien Felde 
kann also keine Ebtropieànderung des Systems hervorgerufen 
werden (ygl. § 162). Dagegen bewirkt jeder Oszillator im all- 
gemeinen eine Entropieànderung der ihn treffenden Strahlen- 
bftndel. Berechnen wir die ganze Entropie&nderung, welche der 
oben betrachtete Oszillator in der Zeit di in dem ihn umgeben- 
den Felde hervorruft Dabei brauchen wir nur diejenigen 
monochromatischen Strahlen zu berUcksichtigen, welche der 
Schwingungszahl p des Oszillators entsprechen, da die Ubrigen 
durch ihn gar nicht alteriert werden. 

In der Bichtung {&, <p), innerhalb des Elementarkegels dQ, 
wird der Oszillator von einem irgendwie polarisierten Strahlen^ 
bftndel getroffen, dessen Energiestrahlung die Hauptìntensit&ten £ 
und ^', und dessen Entropiestrahlung daher die Intensit&t S+S' 
(§ 98) besitzt Dieses StrahlenbUndel l&Bt, der Bedeutung des 
Ausdruckes (804) gem&B, in der Zeit di die Entropie: 

(S + S').d^4^.dfì 

auf den Oszillator fallen, und dadurch wird auf der Seite der 
ankommenden Strahlen der n&mliche Entropiebetrag dem Felde 
entzogen. Àuf der anderen Seite geht vom Oszillator in der- 
selben Bichtung {&y g>) ein in bestimmter Weise polarisiertes 
Strahlenbtindel aus^ dessen Energiestrahlung die Hauptinten- 
sit&ten ft" und &'", und dessen Entropiestrahlung daher die 

14» 
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entsprechende Intensit&t S" + &'" besitzt. Dadorch wird dem 
nmgebenden Felde in der Zeit dt die Entropie: 

^ * 4711' 

zugefùhri Im ganzen betràgt also die in der Zeit di eingetretene 
Entropieànderung des den Oszillator umgebenden Feldes, durcb 
Sabtraktion des vorletzten Àusdruckes vom letzten und Inte- 
gration aber dSl\ 

(310) d^.^Jf -J^fitS" + S'" - S - SO- 

Nimmt man dazu die in derselben Zeit erfolgte Entropie- 
àndemng dea Oszillators: 

d8 ,, dS dU ,, 

so ergibt sich durcb Addition zu (310) und Sommation iiber 
alle Oszillatoren die gesuchte Àndemng der totalen Entropie des 
Systems: 

Wir woUen nun weiter den Nachweis fiihren, daB der Aus* 
druck hinter dem ^-Zeichen stets positi? ist, inbegriffen den 

Ghrenzfall Noli. Za diesem Zwecke setzen wir ftir -j-^ den in 

at 

(308) gegebenen Wert and erhalten dadorch: 

Es eriibrigt jetzt nor noch za zeigen, daB der eingeklammerte 
Ansdrack fìir alle beliebigen Werte der positiyen GfrdBen U, ^^ 
^\ &, Q> positiv ist, wobei nach Gleichang (306): 

(312) ft" = S cos* fi> + S' sin* a) 

und nach Gleichnng (307): 

«'" = (fi sin» « + fi' cos» ù)) cos» & + ^ sin* & . 
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Setzen wir zur Abkùrzang die positive OròBe: 

ftsin^o? + r co8»(u = ft + g' - ft" = «7, (818) 

so ist hiernach: 

ft'" « »;" cos» * + -*? sin» & . (314) 

Wir wollen zun&chst das Glied: 

dS 

ins Auge fassen, indem wir darìn U und folglich auch -^^ als 

konstant, dagegen ^"' und folglich auch S'" als variabel be- 
trachten. Mit BerQcksichtigung von (229) und (227) ergibt sich 
dann: 

df __ d2"' dS 
dft'" " rfft'" dU 

^f * '- <o. 



d«"'« "^ À^se'" 1 + ^''^^ 



Daraus folgt, daB die Funktìon fi^'") ein einziges Maximum 
besitzt, und zwar Air W" = 4 ^• 

Da nun nach (314) ft"' zwischen ft'J' und — j- liegt, so ist 
jedenfalls: 

Ar")>A«;"), 

d. h. 

und um den Beweis darchzafQhren, genllgt es, den Ausdruck: 

o" _ R"^ + fi-; - r."^ _ s + « ^4 _ 2' + s'4J 

oder, was nach (813) dasselbe ist, den Ausdruck: 

(S" + fi'o")-(S + S') 
als positi? zu erweisen. Hierzu wollen wir setzen: 

«" und 97 liegen nach (312) und (313) zwischen S und R'. 
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Betrachten wìr jetzt die GrSBe: 

S + 8' - F(tt) 

als Fnnktion von S allein, indem wìr @ konstant nehmen und 
daher fi' ala von fi abh&ngig ansehen, so bandoli es sich nur 
noch um das Vorzeichen des Ausdruckes: 

Nun ergibt sich nach (229) darch Differentiation: 

Daraus folgt, dafi die ITanktion F(fi) ein einziges Maximum be- 
sitzt, und zwar f&r fi » fi' « ^ , und daB aie zu beiden Seiten 
dieaea Mazimuma symmetrisch abfollt Je nàher alao das 
Àrgument fi dem Werte — kommt, einerlei von welcher Seite 
ber, deato gròBer wird der Wert von F. 

Nun liegt fi" dem Werte -^, welcber das arithmetiscbe 

Mittel sowobl von fi und fi', als auch von fi" und fi'^" bildet, 
jedenfalls nàber als fi, weil fi" und fi'J' zwiscben fi und fi' 
liegen. Folglich ist F{W) > jP(fi), und damit ist der Beweis ftr 
die Vermehrung der Entropie geliefert. 

Jeder der betrachteten StrablungavorgSnge verlàuft alao ein- 
aeitig in dem Sinne wachaender Elntropie, bia mit dem Maximum 
der Entropie auch der station&re Strahluugszustand erreicht 
wird, welcher durch die Beziehungen charakterisiert ist: 

av«*jC — oC — 3Vq — JC — jj — • 



Viertes Kapitel. Anwendung auf einen apezleiien Fall. Schiufi. 

§ 188. Wir wollen noch zur Betrachtung dea apeziellen 
Falles flbergehen, daB das Feld, in welcbem der Oazillator liegt, 
aicb in einem Zuatand atatioDàrer Strahlung befindet, w&hrend 
die Schwingungaenergie des Oazillators anfangs eine ganz be- 
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liebige sein mSge. Eine Folge der statioii&reii Strahlang im 
Vakuam Ì8t, daS die auf den Oszìllator fallenden Strahlen un- 
polansiert and nach alien Richtongen gleichm&Big ìntensiv 
sind, d. h. 

g = ft' = ft^ =s conflt 

nnabhàngig von der Zeit und von der Bichtang der Strahlang. 
Dann folgt aas (306) und (307): 

r = «0» *"' = fto<^08^* + ^8in«^. (315) 



Femer aas (308), da 



/ 



8m»^dfì = -^, 



^ + 2avU-^Sè,^0, (316) 

woraas sich die Schwingangsenergie U dea Oszillators bei ge- 
gebenem An&ngswert als Fanktion der Zeit t ergibt 

Die totale Entropie&nderang des Systems in der Zeit di 
folgt aas (311), da nar ein einziger Oszillator vorhanden ist, 
und da S = S' = S" = So, za: 

dS,^dS + ^dt^fdQ (S'" - So). (317) 

Hier ist &'" nach (229) von Stf" und dadurch auch vom Winkel & 
abh&ngig. 

Wenn nicht nar das den Oszillator umgebende Feld, 
sondem das ganze System sich im stationàren Strahlungs- 
zastand bef&nde, so wàre auch fi'" s g^, und die Energie U 
des Oszillators wQrde speziell: 

C^o = ^So. (318) 

wie auch aus (315) zu ersehen. Wir wollen daher diesen 
Wert Uf^ den station&ren Wert der Energie des Oszillators 
nennen; ihm nShert sich U nach (316) fìLr wachsende Zeiten 
asymptotisch an. 

Nun besitze die Energie des Oszillators einen Wert, der 
nar noch wenig von dem station&ren Wert Uq verschieden 
isty à. h. 

V==U^ + JU. (319) 
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Die Ideine, positive oder negative^ GròBe ^U kònnen wir die 
Abweichung der OsziUatorenergie von ihrem statìonàren Wert 
nenneiìy siè ist zugleich ein MaB fbr die Gleichgewichtsstorong 
des ganzen betrachteten Systems. Dann wird aus (316) und (318): 

(320) ,^ + 2(TpJU^0 
und aus (315): 

(321) r' = »n + 4 sin» &'JU, 

folglich, durch Entwicklung in eine Taylor sche Beihe und mit 
Vemachlassigung hSherer Potenzen von JU: 

Flihrt man dies in (317) ein, so ergibt sich, da: 

oder nach (320), mit Elimination des Zeitelements dt: 
Andererseits ist: 

a U 



und nach (319): 

dS (dS\ , (d*S\ .j... 

Folglich durch Substitution die Entropieànderung des ganzen 
Systems, unter Vemachlassigung hdherer Potenzen von JU: 

Da beim thermodynamischen Qleichgewicht die Temperatur der 
freien Strahlung gleich derjenigen des Oszillators ist, so folgt 
aus (135) und (199): 

fd2\ ^ fdS\ 

U^/o [dU), 
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und 
auf 


durch DifFerentiation dieser Qleichung, mit 

(318): 


Rttcksicht 


Dadurch geht der Ausdruck (322) iiber in: 






.IS^^ldV.JU.^. 


3 , dV-AU 
■ 6 * U(V-\-hp) ' 


(323) 



indem der Wert von S aus (227) eingesetzt und der Index 
bei {7 jetzt als tlberfltlssig fortgelassen ist 

Dieser Ausdmck stelli also die Entropìevermehmng dar, 
welche in der Natur eintritt, wenn ein in einem station&ren 
StraUungsfeld befindlicher Oszillator, dessen Energie eine Ideine, 
positiTe oder negative, Abweichung JU von ihrem stationàren 
Wert U aufweist, die unendlich kleine Energieànderung dU er- 
leidet, nattlrlich auf Eosten bez. zugunsten der Energie des 
Strahlungsfeldes. Die Entropievermehrung hàngt also aufier von 
der Schwingungszahl v nur ab von dU, JU und U^ nicht von 
dem Dàmpfungsdekrement des Oszillators, und ist tiberdies, wie 
auch von vomherein einleuchtet, den Werten von dUxmà von J V 
proportìonal. Da sie stets positiv ist, so besitzen d U und J U 
entgegengesetzte Vorzeichen, wie natlirlich. 

§ 189. Denken wir uns nun, daB in dem betrachteten 
stationàren Strahlungsfeld statt eines einzigen Oszillators eine 
beliebige Anzahl n mit dem bisber betrachteten ganz gleich- 
beschaffene Oszillatoren vorhanden sind, in denen sich wàhrend 
des Zeitelementes di genau die nàmlichen Vorgànge^ abspielen. 
Dann ist die Energie aller Oszillatoren zusammengenommen die 
Summe der Einzelenergien : nC/'=C7^, ihre Abweichung von 
dem stationftren Wert: ^U^ = n'JU, ihre Anderung im Zeit- 
element dt: dU^=i ndU, endlich ihre Entropie, als Summe aller 
Einzelentropien: S^^nS. 

Die gesamte Entropievermehrung in diesem System, die 
wir mit d^ bezeichnen woUen, ist gleich dem nfachen des 
Ausdrucks (323), da sich n einander ganz gleiche Vorgànge 
gleìchzeitig und unabhàngig voneinander abspielen, also: 



' natUrlich nur bezUglich der Energien, nicht etwa in dem Sinne, 
dafi die Schwingungen kobàrent sind. 
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(324) ,:^ = n-ldU.JU-^=-n.^k.^-:^ 

oder mit Einfìlhrung von U^, ^^n* ^^n ^^^ ^w- 

(326) 4-S.-idU,-JU,.§^=-±i. '"•■"'■ 



..(f...) 



Yergleicht man diesen Ausdrack mit dem ganz analog gebauten 
in (323), 80 erhellty daB die Entropieyermehnuig dea Systems 
auBer von der Schwingongszahl v nicht allein von U^^ AU^ und d U^ 
abh&ngt, sondern auch von der Zahl n explizite. 

Diese Folgenmg, zu der der Ausdruck (227) der Entropie S 
mit Notwendigkeit fiihrt, erschien mir, da die Gleichungen (323) 
und (325) sich sonst in ihrem Bau dnrch nichts unterscheiden, 
anfangs als aufi&llig und nicht wohl annehmbar. Daher setzte 
ich zu einer Zeit, als noch kein direkter Weg zur Berechnung 
der Strahlungsentropie bekannt war, statt der Gleichung (325) 
die folgende: 

(326) d^^^dU^-AU^.^ dU,-AV„.f{JJ:i 

mit der Annahme, daS die positive Funktion f nur von U^^ nicht 
aber von n abhftngt Dadurch geht (323) ùber in: 

(327) dS.^^dU^AU^^^-^dU'AU^fiV), 

und da d^^=^n*dS^y wie wir schon oben zur Ableitung 
von (324) benutzten, so folgt: 

dU^'AU^*f{U^ = ndU^AU'f{U) 

oder, mit Einftihrung von U statt U^: 

n.f{nU)^f{U). 

Die allgemeine Ldsung dieser Funktionalgleichung ist: 

ACT)-^ 
und daraus folgt nach (327): 

(328) .f^ = -^f[U) = -.-o.^-. 
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Die Integration dieser Gleichung ergibt ftir S gerade die- 
jenige Fonktion von U, welche in der Beziehnng (289) aus- 
gedrtickt ist, and die zum WiENSchen Energieverteilangsgesetz 
fllhrt Daher hielt ich eine Zeitlang jene Beziehnng ftLr den 
allgemeinen Ansdrack der Entropie eines Oszillators der be- 
trachteten Art, und dementsprechend das WiENsche Energie- 
verteilnngsgesetz ftlr das allgemeine Spektralgesetz, was anch 
die Messnngen von F. Paschen zu best&tigen schienen.^ 

Erst die Yersuche von 0. Luhmeb und E. Pbinqsheim' 
haben gezeigt, dafi das WiENsche Energieverteilangsgesetz nar 
bedingangsweise gilt, n&mlich dann, wenn die Strahlangsintensit&t, 
and daher aach die Energie U, einen verh&ltnismàBig Ideinen 
Wert besitzt. Ftir grdBere Werte von U n&hert sich dagegen, 
wie besonders deatlich aus den Messnngen von H. Rubens 
and F. Kuulbaum hervorgeht,' die Energiestrahlnng merklich 
dem RAYLEiOHSchen Gesetz (§ 154), nach welchem statt der Be- 
ziehnng (828) die folgende gilt: 

(PS _ const .Q„Q. 

wie man anmittelbar aas der Gleichang (244) findet. 

Versncht man, die beiden in speziellen G^bieten, ftlr kleine U 
and ftir grofie E7, gQltigen Formeln (828) and (829) in eine 
einzige allgemeinere za vereinigen, so bietet sich als die ein- 
fachste Fassnng die folgende dar: 

d* 8 ^ const 

dU* "■ U{U + const) ' 

welche mit (828) genaa Ubereinstimmt and darch zweimalige 
Integration nach U za der Gleichang (227) f&hrt; denn die 
Abhàngigkeit von der Schwingnngszahl v ist ja darch das WiENSche 
Yerschiebangsgesetz (228) festgelegt. 



^ F. Paschen, Sitzungsber. d. k. preuB. Akad. d. Wissensch. 1899, 
p. 405, 898. WiEO. Ann. 60, p. 662, 1897. 

' 0. LuMMBB und E. Pbimoshbim, Verhaudlungen der Dentschen Phjsi- 
kalischen Gesellschaft 2, p. 163, 1900. Vgl. aber auch H.Beckmamn* Inaugural- 
Dissertatiou, Tiibingen 1898. H. Rubens, Wied. Ann. 69, p. 582, 1899. 

' H. Rubens and F. Kublbaux, Sitzungsber. d. k. preufi. Akad. d. 
Wissensch. vom 25. Oktober 1900, p. 929. 
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Dies ist der Weg, auf welchem die Beziehung (227) und 
das dadurch bedingte Strahlungsgesetz (234) ursprùnglich ge- 
funden wurde. 

§ 190. SchluB. Die hier entwickelte Theorie der irre- 
versibeln Strahlungsvorg&nge gìbt eine Erldàrang daf&r, wie in 
einem durchstrahlten, von Oszillatoren aller mQglichen Eigen- 
schwingangen erfiillten Hohlraum bei beliebig angenommenem 
Anfangszustand sich mit der Zeit ein station&rer Zastand her- 
stellt, indem die Intensitaten und Polarisationen aller Strahlen 
sich nach GròBe und Bichtung gegenseitìg ausgleichen. Aber 
die Theorie l3.6t noch eine wesentliche Lùcke. Denn sie be- 
handelt nur die Wechseiwirkungen zwischen Strahlen und 
Oszillatorschwingungen der nàmlichen Periode. Ftir eine be» 
stimmte Schwingungszahl ist die vom zweiten Hauptsatz der 
Thermodynamik geforderte Yermehrung der Entropie bis zur 
Erreichung des Maximalwertes in jedem Zeitelement auf rein 
elektrodynamischem Wege nachgewiesen. Aber filr alle Schwin- 
gungszahlen zusammengenommen bedeutet das so erreichte 
Maximum noch nicht das absolute Maximum der Entropie des 
Systems, und der entsprechende Strahlungszustand bezeichnet 
im allgemeinen nicht das absolut stabile Gleichgewicht (vgl. 
§ 27). Denn darilber, wie sich Strahlungsintensitàten, die ver- 
schiedenen Schwingungszahlen entsprechen, gegenseitig aus- 
gleichen, wie sich also aus einer anfangs vorhandenen beliebigen 
spektralen Energieverteilung mit der Zeit die normale, der 
schwarzen Strahlung entsprechende Energieverteilung entwickelt, 
erteilt dieso Theorie keinerlei AufschluB. Die hier der Be- 
trachtung zugrunde gelegten Oszillatoren beeinflussen eben nur 
die Intensitaten der Strahlen, die ihrer Eigenschwingung ent- 
sprechen, sie yermdgen aber nicht, deren Schwingungszahlen zu 
vei^ndem, solange sie keine anderen Wirkimgen ausiiben und 
erleiden als daB sie strahlende Energie emittieren und ab- 
sorbieren.^ 

Um einen Einblick in diejenigen Yorgànge zu erhalten, 
durch welche sich in der Natur der Austausch von Energie 
zwischen Strahlen verschiedener Schwingungszahlen vollzieht, 
bediìrfte es jedenfalls auch der Untersuchung des Einflusses, 



> Vgl. P. Ehrenfest, Wien. Ber. 114 [2 a], p. 1301, 1905. 
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welchen eine Bewegnng der Oszillatoren auf die Strahlungs- 
Yorgànge austibt Denn sobald die Oszillatoren sich bewegen, 
kommt es za ZnsammenstòBeii zwischen ihnen, and bei jedem 
ZusammenstoB mlissen Wirkongen ina Spiel treten^ welche die 
Schwingangsenergie der Oszillatoren noch in ganz anderer and 
in viel radikalerer Weise beeinflussen, als die einfacbe Emission 
and Absorption strablender Energie. Das Endresaltat aller 
derartiger Stofiwirkangen làBt sich aUerdings mit Hilfe der im 
vierten Abschnitt angestellten Wahrscheinlìchkeitsbetrachtangen 
Yoraassehen; wie im einzelnen and in welchen Zeitràamen aber 
dies Resultat zastande kommt, dies za lehren wird erst die 
Aafgabe einer kQnftigen Theorie sein. Von einer solchen Theorie 
sind dann sicherlich aach weitergehende Aafschlilsse liber die 
Eonstitution der in der Natar vorhandenen Oszillatoren za er- 
ìiitarten, schon deshalb, weil sie jedenfalls aach eine nàhere 
Erkl&rang fiìr die physikalische Bedeatang des aniversellen 
Wirkangselements h (§ 149) bringen maB, welche der des elektri- 
schen Elementarqaantams sicherlich nicht nachsteht. 
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